MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2023-08-14, kl. 14.00-18.00

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspoing. Betygsgrianser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. (a) Forklara vad som menas med en Greensfunktion (for A) for ett omrade
D C R?.

(b) Forklara vad som menas med en hyperbolisk linjir andra ordningens
PDE.

(c) Forklara vad som menas med en testfunktion ¢ € D(R) och vad som
menas med en Schwartz testfunktion ¢ € S(R).

2. Finn I6sningen u(z,y) till PDEn
200, u+ e Oyu=1y
som uppfyller u(x,0) = 0 for alla = > 0.

3. Finn 16sningen u(t,x), t > 0, x € R, till virmeledningsproblemet

Ou = kd*u — adyu —bu, t>0,7 € R,
u(0,z) = g(x), z € R,

med konstant konvektion a > 0 och dissipation b > 0. Losningen ska ges som
en integralformel i termer av startdata g.

Var god vind!

(3p)
(3p)

(3p)

(6p)

(7p)



4. (a) Berdkna den svaga andraderivatan f” av funktionen
flz) = o + 2.

Skissa f, f' och f” och forklara resultatet.

(b) Avgor om foljden av funktioner
ge(r) = cos®(kx), r € R,

k=1,2,3,..., konvergerar svagt da k — oo, och bestdm i sa fall grans-
distributionen.

5. (a) Definiera vad som menas med Rayleighkvoten R(u) for en funktion u pa
ett omrade D C R
(b) Bevisa att om u minimerar R(u) bland alla funktioner i H}(D), s &r u

en Dirichlet-egenfunktion.

6. Lat u(z,y) vara en harmonisk funktion fér 2% + y* < 1, med Dirichlet rand-
varden
u(z,y) = 2*y*sin(2?® + y?), 2 +y? =1

(a) Bestim maximum och minimum av u(x,y) for 2% + y* < 1.

(b) Bestdm u(0,0).
7. Betrakta startvirdesproblemet

OPu=Au, t>0,(r,y) €D,
u=1, t>0,(z,y) € 0D,
u:1+f7 t:07<x7y)€D7
Oyu = 0, t=0,(z,y) €D
pa kvadraten D = {0 < x,y < 1}. Lat f(z,y) vara Dirichlet-egenfunktionen
f(z,y) = sin(2x) sin(3y).

(a) Finn en 16sning u(t, z,y) genom att ansitta u(t, z,y) = 1+ g(t) f(z,y).

(b) Anvénd en energiprincip for att bevisa att endast denna losning u till
PDE-problemet finns.

(4p)

(3p)

(4p)
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