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Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Förklara vad som menas med en Greensfunktion (för ∆) för ett område
D ⊂ R2. (3p)

(b) Förklara vad som menas med en hyperbolisk linjär andra ordningens
PDE. (3p)

(c) Förklara vad som menas med en testfunktion ϕ ∈ D(R) och vad som
menas med en Schwartz testfunktion ϕ ∈ S(R). (3p)

2. Finn lösningen u(x, y) till PDEn

2y ∂xu+ ex ∂yu = y

som uppfyller u(x, 0) = 0 för alla x > 0. (6p)

3. Finn lösningen u(t, x), t > 0, x ∈ R, till värmeledningsproblemet{
∂tu = k∂2

xu− a∂xu− bu, t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = g(x), x ∈ R,

med konstant konvektion a > 0 och dissipation b > 0. Lösningen ska ges som
en integralformel i termer av startdata g. (7p)

Var god vänd!



4. (a) Beräkna den svaga andraderivatan f ′′ av funktionen

f(x) = |x2 + x|.

Skissa f , f ′ och f ′′ och förklara resultatet. (4p)

(b) Avgör om följden av funktioner

gk(x) = cos2(kx), x ∈ R,

k = 1, 2, 3, . . ., konvergerar svagt då k → ∞, och bestäm i så fall gräns-
distributionen. (3p)

5. (a) De�niera vad som menas med Rayleighkvoten R(u) för en funktion u på
ett område D ⊂ R2. (2p)

(b) Bevisa att om u minimerar R(u) bland alla funktioner i H1
0 (D), så är u

en Dirichlet-egenfunktion. (5p)

6. Låt u(x, y) vara en harmonisk funktion för x2 + y2 < 1, med Dirichlet rand-
värden

u(x, y) = x2y2 sin(x2 + y2), x2 + y2 = 1.

(a) Bestäm maximum och minimum av u(x, y) för x2 + y2 ≤ 1. (4p)

(b) Bestäm u(0, 0). (3p)

7. Betrakta startvärdesproblemet
∂2
t u = ∆u, t > 0, (x, y) ∈ D,

u = 1, t > 0, (x, y) ∈ ∂D,

u = 1 + f, t = 0, (x, y) ∈ D,

∂tu = 0, t = 0, (x, y) ∈ D,

på kvadraten D = {0 < x, y < 1}. Låt f(x, y) vara Dirichlet-egenfunktionen
f(x, y) = sin(2x) sin(3y).

(a) Finn en lösning u(t, x, y) genom att ansätta u(t, x, y) = 1 + g(t)f(x, y). (3p)

(b) Använd en energiprincip för att bevisa att endast denna lösning u till
PDE-problemet �nns. (4p)
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