MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2023-04-05, kl. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspoing. Betygsgrianser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. (a) Forklara vad Huygens princip innebér for vagekvationen och nér denna
princip géller.

(b) Férklara vad som menas med Poissonkérnan for ett omrade D C R2

(c) Definiera vad som menas med en harmonisk konjugatfunktion till en har-
monisk funktion w.

2. Finn 16sningen u(z,y) till PDEn
a:y@xu—ﬁayu—yu:xy, x,y >0,
som uppfyller u(x,z) = 0 for alla > 0.
3. Betrakta start- och randvéardesproblemet

w=ur, t>00<x<L,

u =0, t>0,z=0ellerx =L,
u =1, t=0,0<x <L,

for u(t, x), dar L > 0 ar en given lingd och t > 0, z € R.

(a) Berdkna u med hjilp av lamplig egenfunktionsutveckling.

(b) Avgor for vilka a > 0 som e™u(t,z) har ett dndligt nollskilt gransvirde
da t — oo.

Var god vind!

(6p)

(5p)

(2p)



4.

(a) Berdkna den svaga andraderivatan f” av funktionen
f(@) = |2° + 2%,

Skissa f och f” och forklara resultatet.
(b) Avgor for vilka konstanter a € R som

a

o
1+ na?’

gn(x) reR,

konvergerar svagt da n — oo. Berdkna dven gransdistributionen.

Lat G(z,y) vara Greensfunktionen for ett omrade D C R"™. Bevisa att G(z,y) =
G(y,x) for alla x,y € D.

Betrakta randvirdesproblemet

—Au+u=0, iD,
ou+~yu=f, paodD,

for en funktion u(z,y) i ett begrinsat omrade D C R?, dir data bestar av en
given funktion f pa dD. Hér &r 9,u = v,u), + vyu, riktningsderivatan lings
den utatriktade normalen pa 0D, och v > 0 &r en given konstant.

(a) Finn en variationsformulering (V, a, L) av randvirdesproblemet ovan. Vi-
sa att variationsformuleringen och randvirdesproblemet &ar ekvivalenta.

(b) Visa att din bilinjira funktional a(u, ¢) dr begriansad och koersiv. Sat-
ser/resultat fran kurslitteraturen far anvindas om de formuleras.

Betrakta startvardesproblemet

Pu=Au, t>0,
u =0, t=20,
up =0, t=0,

for u(t,ry,x5) i tvh rumsliga variabler (z1,z2) € R?. Hér dr § Diracdeltat i
origo i x1xo-planet.

(a) Berdkna den rumsliga Fouriertransformen ;(&;, &) av 16sningen wg(xy, 23) =

u(t, x1, o) for varje t > 0.

(b) Inverstransformera 4, genom att ansitta

dar C &r en konstant som viljs ldmpligt. Ledning: Pa grund av rota-
tionssymmetri riacker det att kontrollera att u,(&,0) sammanfaller med
funktionen fran (a) for & > 0.

(4p)

(3p)

(7p)

(4p)

(3p)

(3p)

(4p)
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