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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Förklara vad Huygens princip innebär för vågekvationen och när denna
princip gäller. (3p)

(b) Förklara vad som menas med Poissonkärnan för ett område D ⊂ R2. (3p)

(c) De�niera vad som menas med en harmonisk konjugatfunktion till en har-
monisk funktion u. (3p)

2. Finn lösningen u(x, y) till PDEn

xy ∂xu− x2 ∂yu− yu = xy, x, y > 0,

som uppfyller u(x, x) = 0 för alla x > 0. (6p)

3. Betrakta start- och randvärdesproblemet
u′
t = u′′

xx, t > 0, 0 < x < L,

u = 0, t > 0, x = 0 eller x = L,

u = 1, t = 0, 0 < x < L,

för u(t, x), där L > 0 är en given längd och t > 0, x ∈ R.

(a) Beräkna u med hjälp av lämplig egenfunktionsutveckling. (5p)

(b) Avgör för vilka a > 0 som eatu(t, x) har ett ändligt nollskilt gränsvärde
då t → ∞. (2p)

Var god vänd!



4. (a) Beräkna den svaga andraderivatan f ′′ av funktionen

f(x) = |x3 + x2|.

Skissa f och f ′′ och förklara resultatet. (4p)

(b) Avgör för vilka konstanter a ∈ R som

gn(x) =
na

1 + nx2
, x ∈ R,

konvergerar svagt då n → ∞. Beräkna även gränsdistributionen. (3p)

5. LåtG(x, y) vara Greensfunktionen för ett områdeD ⊂ Rn. Bevisa attG(x, y) =
G(y, x) för alla x, y ∈ D. (7p)

6. Betrakta randvärdesproblemet{
−∆u+ u = 0, i D,

∂νu+ γu = f, på ∂D,

för en funktion u(x, y) i ett begränsat område D ⊂ R2, där data består av en
given funktion f på ∂D. Här är ∂νu = νxu

′
x + νyu

′
y riktningsderivatan längs

den utåtriktade normalen på ∂D, och γ > 0 är en given konstant.

(a) Finn en variationsformulering (V, a, L) av randvärdesproblemet ovan. Vi-
sa att variationsformuleringen och randvärdesproblemet är ekvivalenta. (4p)

(b) Visa att din bilinjära funktional a(u, ϕ) är begränsad och koersiv. Sat-
ser/resultat från kurslitteraturen får användas om de formuleras. (3p)

7. Betrakta startvärdesproblemet
∂2
t u = ∆u, t > 0,

u = 0, t = 0,

u′
t = δ, t = 0,

för u(t, x1, x2) i två rumsliga variabler (x1, x2) ∈ R2. Här är δ Diracdeltat i
origo i x1x2-planet.

(a) Beräkna den rumsliga Fouriertransformen ût(ξ1, ξ2) av lösningen ut(x1, x2) =
u(t, x1, x2) för varje t > 0. (3p)

(b) Inverstransformera ût genom att ansätta

ut(x1, x2) =

{
C√

t2−x2
1−x2

2

, x2
1 + x2

2 < t2,

0, x2
1 + x2

2 > t2,

där C är en konstant som väljs lämpligt. Ledning: På grund av rota-
tionssymmetri räcker det att kontrollera att ût(ξ, 0) sammanfaller med
funktionen från (a) för ξ > 0. (4p)
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