MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2023-01-12, kl. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspoing. Betygsgrianser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. (a) Forklara vad som menas med att ett PDE-problem &r vélstillt (i Hada-
mards mening).

(b) Forklara vad som menas med en Greensfunktion (for A) for ett omrade
D CR®.

(¢) Definiera vad ett homogent Robin-randvillkor &r, och ge ett exempel fran
fysiken dar detta dr ett naturligt villkor vid randen.

2. Finn I6sningen u(z,y) till PDEn
T Oyu — 2y Oyu +u = 1/x, x>0,
som uppfyller u(x,1) =1 for alla = > 0.

3. (a) Hérled d’Alemberts formel for l6sningen u(t,z), t > 0,z € R, till det
vanliga startvirdesproblemet for vagekvationen

no__ 2.1
utt_c uxx

i en rumslig variabel x € R. (Notera att formeln ska rdknas fram, det
riacker inte att kontrollera en memorerad formel.)

(b) Finn tva olika 16sningar u(t, z) till startvirdesproblemet

up, = ul,, t>0,
w(0,z) =e*, z€R.

Var god vind!

(3p)
(3p)

(3p)

(6p)

(5p)

(2p)



5.

7.

(a) Finn en (lokalt integrerbar) funktion f(x) vars svaga derivata &r
f/ =4g— 2517

dér g dr funktionen g(z) = 2% och §; dr Diracs deltadistribution i z = 1.
(b) Finn konstanter ¢,, n =1,2,..., sadana att

2
cpe” ™ — o

svagt da n — oo.

Formulera och bevisa den svaga formen av maximumprincipen for virmeled-
ningsekvationen.

Betrakta randvardesproblemet

Uy, + 2uy, =3u, 1D,
veuy, + 2vu, =g, pa oD,
for en funktion u(z,y) i ett begrinsat omrade D C R?, diir data bestar av en

given funktion g pa 0D. Hér &r v = (v,,1,) den utatriktade enhetsnormalen
pa dD.

(a) Finn en variationsformulering (V, a, L) av randvirdesproblemet ovan. Vi-
sa att variationsformuleringen och randvérdesproblemet ar ekvivalenta.
Ledning: Anvéind divergenssatsen pa vektorfélt ' = (ul,, 2u; )v.

(b) Visa att det existerar en svag losning for varje g sadant att [, [g]*ds <
00, genom att kontrollera villkoren i Lax-Milgrams sats.

(a) Bestdm Neumann-egenvirdena (for —A) for intervallet (0,2) C R.
(b) Avgor om det finns en funktion f(x) pa intervallet (0,2) sadan att

/02 f(x)dr =0, /OQ(f(g;))de =1 och /OQ(f’(x))de _9

Exempel eller mothevis efterfragas.

(4p)

(3p)

(7p)

(4p)

(4p)

(2p)

(4p)
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