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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Förklara vad som menas med att ett PDE-problem är välställt (i Hada-
mards mening). (3p)

(b) Förklara vad som menas med en Greensfunktion (för ∆) för ett område
D ⊂ R3. (3p)

(c) De�niera vad ett homogent Robin-randvillkor är, och ge ett exempel från
fysiken där detta är ett naturligt villkor vid randen. (3p)

2. Finn lösningen u(x, y) till PDEn

x ∂xu− 2y ∂yu+ u = 1/x, x > 0,

som uppfyller u(x, 1) = 1 för alla x > 0. (6p)

3. (a) Härled d'Alemberts formel för lösningen u(t, x), t > 0, x ∈ R, till det
vanliga startvärdesproblemet för vågekvationen

u′′
tt = c2u′′

xx

i en rumslig variabel x ∈ R. (Notera att formeln ska räknas fram, det
räcker inte att kontrollera en memorerad formel.) (5p)

(b) Finn två olika lösningar u(t, x) till startvärdesproblemet{
u′′
tt = u′′

xx, t > 0,

u(0, x) = e−x2
, x ∈ R.

(2p)

Var god vänd!



4. (a) Finn en (lokalt integrerbar) funktion f(x) vars svaga derivata är

f ′ = g − 2δ1,

där g är funktionen g(x) = x2 och δ1 är Diracs deltadistribution i x = 1. (4p)

(b) Finn konstanter cn, n = 1, 2, . . ., sådana att

cne
−nx2 → δ0

svagt då n → ∞. (3p)

5. Formulera och bevisa den svaga formen av maximumprincipen för värmeled-
ningsekvationen. (7p)

6. Betrakta randvärdesproblemet{
u′′
xx + 2u′′

yy = 3u, i D,

νxu
′
x + 2νyu

′
y = g, på ∂D,

för en funktion u(x, y) i ett begränsat område D ⊂ R2, där data består av en
given funktion g på ∂D. Här är ν = (νx, νy) den utåtriktade enhetsnormalen
på ∂D.

(a) Finn en variationsformulering (V, a, L) av randvärdesproblemet ovan. Vi-
sa att variationsformuleringen och randvärdesproblemet är ekvivalenta.
Ledning: Använd divergenssatsen på vektorfält F = (u′

x, 2u
′
y)v. (4p)

(b) Visa att det existerar en svag lösning för varje g sådant att
∫
∂D

|g|2ds <
∞, genom att kontrollera villkoren i Lax-Milgrams sats. (4p)

7. (a) Bestäm Neumann-egenvärdena (för −∆) för intervallet (0, 2) ⊂ R. (2p)

(b) Avgör om det �nns en funktion f(x) på intervallet (0, 2) sådan att∫ 2

0

f(x)dx = 0,

∫ 2

0

(f(x))2dx = 1 och

∫ 2

0

(f ′(x))2dx = 2.

Exempel eller motbevis efterfrågas. (4p)
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