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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
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Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Förklara vad som menas med en Dirichlet-egenfunktion för ett område
D. (3p)

(b) Förklara vad som menas med en hyperbolisk linjär andra ordningens
PDE. (3p)

(c) De�niera vad ett abstrakt variationsproblem är. (3p)

2. Finn alla lösningar u(x, y) till PDEn

y ∂xu− x ∂yu = xyu.

(6p)

3. Antag att u(t, r), där r =
√

x2 + y2 + z2, är en radiell lösning till vågekvatio-
nen ∂2

t u = c2∆u i R3.

(a) Visa att v(t, r) = r u(t, r) löser vågekvationen ∂2
t v = c2∂2

rv på R, med
rumsvariabel r ∈ R.

Ledning: ∆ = ∂2
ru+ 2r−1∂r för radiella funktioner i R3. (4p)

(b) Formulera d'Alembert's lösningsformel för vågekvationen för v på R.
(Härledning/bevis efterfrågas inte.) (2p)

(c) Lös startvärdesproblemet u(0, r) = g(r), ∂tu(0, r) = h(r) för u i R3, för
givna jämna funktioner g(r) och h(r). (2p)

Var god vänd!



4. (a) Låt

f(x) =

{
0, x < 0,

|x− 1|, x > 0.

Beräkna den svaga derivatan f ′. Skissa f och f ′, och förklara resultatet. (4p)

(b) Avgör om funktionerna

fk(x) =

{
k2, |x| < 1/k,

0, |x| > 1/k,
k = 1, 2, 3, . . .

konvergerar svagt då k → ∞, och bestäm i så fall gränsdistributionen. (3p)

5. Låt D ⊂ R2 vara ett begränsat område med slät rand. Betrakta en slät funk-
tion f på D och dess randvärden g = f |∂D. Visa att g ∈ L2(∂D) och att det
�nns en konstant C < ∞ sådan att∫

∂D

|g(x)|2ds(x) ≤ C

∫
D

(|∇f(x)|2 + |f(x)|2)dx.

(6p)

6. Neumannfunktionen N(y, x) för ett område D ⊂ R2 de�nieras liknande Gre-
ensfunktionen: vi kräver att N(y, x) = (2π)−1 ln |y − x| + nx(y) där nx är
harmonisk i D och ∂νN = 1/L på ∂D, där L är längden av randkurvan ∂D.

(a) LåtD vara enhetsskivan x2
1+x2

2 < 1. Visa att nx(y) = (2π)−1 ln |y−x/|x|2|
ger Neumannfunktionen för D. (4p)

(b) Härled en lösningsformel för Neumanns randvärdesproblem på enhetsski-
van 

∆u(x) = f(x), x ∈ D,

∂νu(x) = g(x), x ∈ ∂D,∫
∂D

u(x)ds(x) = c,

i termer av N . (3p)

7. Vi kommer ihåg att värmekärnan (för värmeledningskonstant k = 1) i R3,

Ht(x) = (4πt)−3/2e−|x|2/(4t), t > 0, x ∈ R3,

har Fouriertransform Ĥt(ξ) = e−t|ξ|2 .

(a) Beräkna den inversa Fouriertransformen f(x) av 1/|ξ|2 i R3. (Här är
x = (x1, x2, x3) ∈ R3 och |ξ|2 = ξ21 + ξ22 + ξ23 .)

Ledning: t-integration av Ht(x) kan vara användbart. (5p)

(b) Beräkna ∆f i R3. (2p)
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