MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2022-08-15, kl. 14.00-18.00

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspoing. Betygsgrianser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. (a) Forklara vad som menas med en Dirichlet-egenfunktion for ett omrade
D.

(b) Forklara vad som menas med en hyperbolisk linjir andra ordningens
PDE.

(c) Definiera vad ett abstrakt variationsproblem ér.

2. Finn alla I6sningar u(z,y) till PDEn

Y O u — x Oyu = TYyu.

3. Antag att u(t,r), dar r = \/x? + y? + 22, dr en radiell 16sning till vagekvatio-
nen O?u = 2Au i R3.

(a) Visa att v(t,r) = ru(t,r) loser vagekvationen 9?v = c?0%v pa R, med
rumsvariabel r € R.
Ledning: A = 0%u + 2r~19, for radiella funktioner i R?.

(b) Formulera d’Alembert’s 16sningsformel for vagekvationen for v pa R.
(Hérledning/bevis efterfragas inte.)

(c) Los startviirdesproblemet u(0,7) = g(r), dwu(0,7) = h(r) for u i R3, for
givna jamna funktioner g(r) och h(r).

Var god vind!

(6p)

(4p)
(2p)

(2p)



4. (a) Lat
Fla) = {0, z <0,

lz —1], x>0.
Berikna den svaga derivatan f’. Skissa f och f’, och forklara resultatet.

(b) Avgor om funktionerna

k2, |o| < 1/k
=" o k=1,2,3,...
fil@) {0, 2| > 1/k,

konvergerar svagt da k — oo, och bestdm i sa fall gréansdistributionen.

5. Lat D C R_2 vara ett begransat omrade med slit rand. Betrakta en sldt funk-
tion f pa D och dess randvirden g = f|sp. Visa att g € Ly(9D) och att det
finns en konstant C' < oo sadan att

| la@paste) < ¢ [ (9@ +1#@)P)s
oD D

6. Neumannfunktionen N(y,z) for ett omrade D C R? definieras liknande Gre-
ensfunktionen: vi kriaver att N(y,z) = (27) 'In|y — x| + n,.(y) dir n, ér
harmonisk i D och 9,N = 1/L pa 0D, dir L &r lingden av randkurvan 0D.

(a) Lat D vara enhetsskivan z3+z3 < 1. Visaatt n,(y) = (27) ' In |y—=z/|z|?|
ger Neumannfunktionen for D.

(b) Hérled en losningsformel for Neumanns randvérdesproblem pa enhetsski-
van

Au(r) = f(x), z €D,
dyu(z) = g(m), x € 0D,
Jop w(x)ds ()

i termer av N.
7. Vi kommer ih&g att virmekérnan (for virmeledningskonstant & = 1) i R?,
H,(z) = (4mt) 32 1P/ ¢ 50,2 € R?,
har Fouriertransform H,(¢) = e 'K,

(a) Beriikna den inversa Fouriertransformen f(z) av 1/|¢[* i R3. (Hér ér
T = (551,1‘2,3?3) S R? och |£|2 = 5% +€22 +£§)
Ledning: t-integration av H;(x) kan vara anvindbart.

(b) Berikna Af i R3.

(3p)

(6p)

(4p)

(3p)
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