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Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) De�niera Sobolevrummet H1
0 (D). (3p)

(b) Förklara vad som menas med ett naturligt randvillkor för ett randvärde-
sproblem med variationsformulering (V, a, L). (2p)

(c) De�niera begreppen Greensfunktion och Poissonkärna. (4p)

2. Finn alla lösningar u(x, y) till PDEn

2y ∂xu+ 3x2 ∂yu− 4xyu = x2ex
2

, y > 0.

(7p)

3. På kvadraten 0 < x < 1, 0 < t < 1 betraktar vi PDE-problemet
∂tu = ∂2

xu+ tx, 0 < t, x < 1,

u = −1, x = 0,

u = 1, x = 1,

u = 2x− 1, t = 0.

Visa entydighet av lösningar

(a) med hjälp av en maximumprincip, (3p)

(b) med hjälp av en energiprincip.

(Ledning: Studera hur kvadrat-integralen av funktionen med avseende
på x förändras med t.) (4p)

4. (a) Låt

f(x) =

{
|x|, |x| > 1,

x3, |x| < 1.

Beräkna den svaga derivatan f ′. Skissa f och f ′, och förklara resultatet. (3p)

(b) Avgör om funktionerna fk(x) = k sin(kx), k = 1, 2, 3, . . . konvergerar
svagt då k → ∞, och bestäm i så fall gränsdistributionen. (3p)

Var god vänd!



5. Betrakta en variationsformulering (V, a, L) av ett randvärdesproblem.

(a) Formulera villkoren på V , a och L i Lax�Milgrams sats som garanterar
existens av svaga lösningar. (Satsen ska inte bevisas.) (2p)

(b) Formulera ett minimeringsproblem som är ekvivalent med variationspro-
blemet. Bevisa ekvivalensen, för (V, a, L) som uppfyller villkoren i (a).

(5p)

6. Betrakta �Riemannfunktionen� Rt(x), med utbredningshastighet c = 1 i di-
mension n = 3, det vill säga distributionen Rt, t > 0, som har Fouriertrans-
form

R̂t(ξ) =
sin(|ξ|t)

|ξ|
.

(a) Beräkna Rt(x). (5p)

(b) De�niera Huygens princip i termer av Rt. (2p)

7. På kvadraten 0 < x < π, 0 < t < π betraktar vi start- och randvärdesproble-
met 

∂2
t u = −a∂2

xu, 0 < t, x < π,

u = 0, x = 0,

u = 0, x = π,

u = g, t = 0,

∂tu = 0, t = 0,

där g(x) är en given kontinuerliga funktion med g(x) = 0 då x ≤ 0 och då
x ≥ π, och a > 0 är en given konstant.

(a) Klassi�cera PDEn ∂2
t u+ a∂2

xu = 0. (2p)

(b) Lös PDE-problemet genom utveckling i serie av Dirichlet-egenfunktioner.
(3p)

(c) Förklara vad som är problematiskt med serielösningen i (b) och avgör om
PDE-problemet är välställt. (2p)
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