MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2022-04-13, kl. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspoing. Betygsgrianser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. (a) Definiera Sobolevrummet H} (D).

(b) Forklara vad som menas med ett naturligt randvillkor for ett randvéirde-
sproblem med variationsformulering (V, a, L).

(c) Definiera begreppen Greensfunktion och Poissonkérna.
2. Finn alla I6sningar u(zx,y) till PDEn

2y Opu + 322 Oyu — dayu = 33269627 y > 0.

3. Pa kvadraten 0 < z < 1, 0 < t < 1 betraktar vi PDE-problemet

Ou = Pu+tr, 0<tx<l,

u=—1, x =0,
u=1, r=1,
u=2r—1, t=0.

Visa entydighet av l6sningar

(a) med hjilp av en maximumprincip,
(b) med hjilp av en energiprincip.
(Ledning: Studera hur kvadrat-integralen av funktionen med avseende
pa « foréndras med t¢.)
4. (a) Lat
jzf, |z > 1,
€Tr) =
i@ {x?’, lz| < 1.
Berikna den svaga derivatan f’. Skissa f och f’, och forklara resultatet.

(b) Avgor om funktionerna fi(x) = ksin(kz), k = 1,2,3,... konvergerar
svagt da k — oo, och bestdm i sa fall gransdistributionen.

Var god vind!

(7p)

(3p)

(4p)

(3p)

(3p)



5. Betrakta en variationsformulering (V,a, L) av ett randvirdesproblem.

(a) Formulera villkoren pa V', a och L i Lax-Milgrams sats som garanterar
existens av svaga losningar. (Satsen ska inte bevisas.)

(b) Formulera ett minimeringsproblem som &r ekvivalent med variationspro-
blemet. Bevisa ekvivalensen, for (V) a, L) som uppfyller villkoren i (a).

6. Betrakta “Riemannfunktionen” R;(z), med utbredningshastighet ¢ = 1 i di-

mension n = 3, det vill sdga distributionen Ry, t > 0, som har Fouriertrans-

form ' .
R = .

(a) Beridkna R;(z).

(b) Definiera Huygens princip i termer av R;.

. Pa kvadraten 0 < x < m, 0 <t < 7w betraktar vi start- och randvirdesproble-
met

(02u = —adu, 0<t,z<m,
u =0, x =0,
u =0, T =,
u=gq, t=0,
(Oru =0, t=0,

dér g(z) &r en given kontinuerliga funktion med g(z) = 0 da < 0 och da
x > m, och a > 0 dr en given konstant.

(a) Klassificera PDEn 02u + ad?u = 0.

(b) Los PDE-problemet genom utveckling i serie av Dirichlet-egenfunktioner.

(c) Forklara vad som dr problematiskt med serielosningen i (b) och avgdr om
PDE-problemet ar vilstallt.

(2p)

(5p)

(2p)
(3p)

(2p)
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