MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2022-01-13, kl. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspoing. Betygsgrianser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. Definiera foljande.

(a) Vad menas med en tempererad distribution F' € S'(R"™)?
(b) Vad menas med en parabolisk linjar andra ordningens PDE?

(¢) Vad menas med ett elliptiskt PDE-system av Dirac-typ?

2. Berikna l6sningen u(z,y) till PDE-problemet
y? Opu + 22y Oyu = 1, for y > a2,
som uppfyller u(0,y) = y* for y > 0.

3. Betrakta viirmekdrnan H;(x), med virmeledningskonstant k& = 1 i dimension
n = 1, det vill sdga funktionen H,, t > 0, som har Fouriertransform et

(a) Berdkna Hy(x).
(b) Visa att H; konvergerar svagt mot Dirac-deltat o da ¢t — 0.

4. Lat
f(z) = |z — 27, xr € R.

(a) Berdkna den svaga derivatan f’. Skissa f’ och forklara resultatet.

(b) Berdkna den svaga andraderivatan f”. Skissa f” och forklara resultatet.

Var god vénd!

(7p)



5. (a) Harmoniska funktioner uppfyller medelvirdesegenskapen. Forklara vad
detta betyder. (Bevis av medelvirdesegenskapen efterfragas ej, bara for-
muleringen av resultatet.)

(b) Formulera meximumprincipen (starka formen) for Laplaces ekvation och
bevisa denna.

6. Pa cirkelringen 1 < r < 21 R?, déir r = \/22 + 42, betraktar vi PDE-problemet

Au=f, 1<r<2,
u=1, r=1,

u =0, r =2,
dér f(z,y) ar en kiind funktion.

(a) Ange en funktion uy(z,y) sddan att v = u — ug 16ser ett PDE-problem

Av=yg, 1<r<2,
v =0, r=1,

v =0, r=2,

med homogena randvillkor. For ditt val av ug, ange vad kéllan ¢ ar i
termer av f.

(b) Variationsformulera PDE-problemet for v, och visa hur/att en 16sning till
variationsproblemet ger en 16sning till det ursprungliga PDEproblemet for
u.

7. Betrakta ett sviingande membran, beskrivet av ett omrade D C R?, som #r
fixerat pa héjd u = 0 langs 0D. Vi bortser fran alla yttre krafter férutom en
friktionskraft som antas proportionell mot, och motsatt riktad, membranets
hastighet.

(a) Hérled ett linjart start- och randvirdesproblem for membranet sving-
ningsrorelse u(t, x, y), dd membranets startposition och starthastighet vid
tid ¢ = 0 beskrivs av givna funktioner g(z,y) och h(z,y).

(b) Hérled en losningsformel for detta PDE-problem, med hjélp av lampliga
egenfunktioner. Egenfunktionerna far antas vara givna/kinda, och frik-
tionskraften antas vara liten. Det ska tydligt framgé hur u(¢, z) beréknas
utifran g och h.

(2p)

(5p)

(3p)

(4p)

(2p)

(5p)
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