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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. De�niera följande.

(a) Vad menas med en tempererad distribution F ∈ S ′(Rn)? (3p)

(b) Vad menas med en parabolisk linjär andra ordningens PDE? (3p)

(c) Vad menas med ett elliptiskt PDE-system av Dirac-typ? (3p)

2. Beräkna lösningen u(x, y) till PDE-problemet

y2 ∂xu+ 2x3y ∂yu = x3, för y > x2,

som uppfyller u(0, y) = y3 för y > 0. (7p)

3. Betrakta värmekärnan Ht(x), med värmeledningskonstant k = 1 i dimension
n = 1, det vill säga funktionen Ht, t > 0, som har Fouriertransform e−t|ξ|2 .

(a) Beräkna Ht(x). (5p)

(b) Visa att Ht konvergerar svagt mot Dirac-deltat δ0 då t → 0+. (2p)

4. Låt
f(x) = |x− x2|, x ∈ R.

(a) Beräkna den svaga derivatan f ′. Skissa f ′ och förklara resultatet. (3p)

(b) Beräkna den svaga andraderivatan f ′′. Skissa f ′′ och förklara resultatet. (3p)

Var god vänd!



5. (a) Harmoniska funktioner uppfyller medelvärdesegenskapen. Förklara vad
detta betyder. (Bevis av medelvärdesegenskapen efterfrågas ej, bara for-
muleringen av resultatet.) (2p)

(b) Formulera meximumprincipen (starka formen) för Laplaces ekvation och
bevisa denna. (5p)

6. På cirkelringen 1 < r < 2 iR2, där r =
√

x2 + y2, betraktar vi PDE-problemet
∆u = f, 1 < r < 2,

u = 1, r = 1,

u = 0, r = 2,

där f(x, y) är en känd funktion.

(a) Ange en funktion u0(x, y) sådan att v = u− u0 löser ett PDE-problem
∆v = g, 1 < r < 2,

v = 0, r = 1,

v = 0, r = 2,

med homogena randvillkor. För ditt val av u0, ange vad källan g är i
termer av f . (3p)

(b) Variationsformulera PDE-problemet för v, och visa hur/att en lösning till
variationsproblemet ger en lösning till det ursprungliga PDEproblemet för
u. (4p)

7. Betrakta ett svängande membran, beskrivet av ett område D ⊂ R2, som är
�xerat på höjd u = 0 längs ∂D. Vi bortser från alla yttre krafter förutom en
friktionskraft som antas proportionell mot, och motsatt riktad, membranets
hastighet.

(a) Härled ett linjärt start- och randvärdesproblem för membranet sväng-
ningsrörelse u(t, x, y), då membranets startposition och starthastighet vid
tid t = 0 beskrivs av givna funktioner g(x, y) och h(x, y). (2p)

(b) Härled en lösningsformel för detta PDE-problem, med hjälp av lämpliga
egenfunktioner. Egenfunktionerna får antas vara givna/kända, och frik-
tionskraften antas vara liten. Det ska tydligt framgå hur u(t, x) beräknas
utifrån g och h. (5p)
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