MATEMATIK
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Hemtentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMA690
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Hjalpmedel: Alla.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via epost rosenan@chalmers.se och telefon

0317725365.

Totalt antal skrivningspoéang ar 50. Till dessa laggs bonuspoédng. Betygsgranser: 20
poang for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogdrelse av 16sningar i efterhand kan komma att krévas for de
hogre betygen.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. (a) For villka av f6ljande tre PDE, finns en 16sning u(z, y) for y > 0 som inte
ar 17 ganger kontinuerligt deriverbar:

D2u+ 2u =0, 3u — dyu = 0 och Jju — dju = 07
(b) Vilka av foljande tre PDE &r hyperboliska:
D 0yu = 0, O3u + Oju = 20,0,u och Pou = xyu?
(c) Betrakta funktionen
flz) =1~ |z]
pé intervallet D = (—1,1). Beriikna Ly(D), H'(D) och H'(D) normerna
av f.

2. Berékna l6sningen u(z, y) till PDE-problemet

e¥ Oyu + 2x Oyu = x, och u(0,y) =0.

3. Betrakta PDE-problemet

OPu = 0*u, t>0,
u =0, t=20,
(%u = h(l’), t= 0,

for u(t, z), dér h(z) ar en given funktion pa R med absolutkonvergent integral.

(a) Berikna losningen u(t,z) for t > 0, om h(z) = 1/(1 + z?)

(b) Berékna lim; o u(t,0) for en allmén funktion h(z). Relatera detta resul-
tat till Huygens princip.

Var god véand!

(3p)

(3p)

(3p)



(a) Lat
o) = {a, x <0,

e *, x>0.

Bestdm konstanten a € R sa att den svaga derivatan f’ &r en funktion.
Berékna for detta a den svaga andraderivatan f”.

(b) Lat
kx
= — k=1,2,3,....
fk('x) 1+(l€.ﬁl§')4 A
Avgdr om f; konvergerar svagt da k — oo och bestdm i sa fall gréansdis-
tributionen.

5. Betrakta pa ett omrade D C R? variationsproblemet (V,a, L) med

) = [,(AVu, Vo)dady,

p fodzdy,

dar f € Ly(D) ar en given funktion pa D, och A = {(Z Z} ar en given konstant

symmetrisk matris.

(a) Finn den PDE som en l6sning u till variationsproblemet uppfyller, och
avgor for vilka a,b,d € R som denna PDE ar elliptisk.

(b) Avgor for vilka a, b, d € R som villkoren i Lax—Milgrams sats ar uppfyllda.

. Visa att tva egenfunktioner u och v till Laplaceoperatorn A pa ett omrade
D C R? ir ortogonala i Ly(D), om de har olika egenvirden men uppfyller
samma homogena Robin-randvillkor pa dD.

. Antag att u(t, z) ar kontinuerlig for t > 0, —1 < x < 1, och uppfyller

Ou = u, |z| <1,t>0,
u < a2, t=0,
u<l+2t |z|=1.

Visa att u(t,r) < x? + 2t for alla t > 0, |z| < 1.

(3p)

(3p)

(7p)
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