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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogörelse av lösningar i efterhand kan komma att krävas för de
högre betygen.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) För vilka av följande tre PDE gäller en maximumprincip:
∂2xu+ ∂2yu = 0, ∂2xu− ∂yu = 0 och ∂2xu− ∂2yu = 0? (3p)

(b) Vilka av följande tre PDE, ger tillsammans med villkoret u(x, 0) = g(x)
välställda PDE-problem (där u(x, y) sökes för given g ∈ L2(R)):
∂2xu+ ∂2yu = 0, ∂2xu− ∂yu = 0 och ∂2xu− ∂2yu = 0? (3p)

(c) Ge tre exempel som visar att följande tre inklusioner är strikta:
S(R) ⊂ L2(R) ⊂ S ′(R) ⊂ D′(R). (3p)

2. Beräkna lösningen u(x, y) till PDE-problemet
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∂xu− ∂yu = x, x > 0, y > 0, och u(1, y) = 0.

(7p)

3. Betrakta PDEproblemet
∂2t u = ∂2xu+ ∂2yu, t > 0,

u = δ(1,0), t = 0,

∂tu = 0, t = 0,

där δ(1,0) ∈ S ′(R2) betecknar Dirac-deltat i x = 1, y = 0.

(a) Beräkna lösningen u(t, x, y) för t > 0. (4p)

(b) Skissa området i t, x planet där u(t, x, 0) 6= 0. Förklara resultatet utifrån
Huygens princip. (3p)

Var god vänd!



4. (a) Låt

f(x, y) =

{
1, x > 0, y > 0,

0, för övrigt.

(Det vill säga, f är 1 i första kvadranten.) Beräkna den svaga andraderi-
vatan ∂x∂yf . (3p)

(b) Låt
fk(x) = sin(kx) cos(kx), k = 1, 2, 3, . . . .

Avgör om fk konvergerar svagt då k → ∞ och bestäm i så fall gränsdis-
tributionen. (3p)

5. Betrakta en PDE
a∂2xu+ b∂2yu+ 2c∂x∂yu+ f = 0,

där f är en given funktion. Antag att a, b, c ∈ R är givna konstanter sådana
att PDEn är elliptisk.

(a) Finn en variationsformulering (V, a, L) för Dirichletproblemet på ett om-
råde D ⊂ R2, för ovanstående PDE med homogena randvillkor, med
a(u, φ) =

∫
D
〈A∇u,∇φ〉dxdy och lämplig symmetrisk positivt definit ma-

tris A. (4p)

(b) Visa att Dirichletproblemet har en svag lösning genom att verifiera vill-
koren i Lax–Milgrams sats. (3p)

6. Låt λ1 vara det minsta Dirichlet-egenvärdet för −∆ på enhetsskivan x2+y2 < 1
i planet.

(a) Besselfunktionen v(r) = J0(kr) löser ODEn ∂2rv + r−1∂rv + k2v = 0,
och J0(0) = 1 är ändlig. Använd detta för att finna λ1 till 4 decimalers
noggrannhet. (3p)

(b) Beräkna Rayleighkvoten R(φ) för φ(x, y) = 1 − r, r =
√
x2 + y2, och

jämför med λ1. (4p)

7. Låt G(y,x) vara en Greenfunktion för ett område D ⊂ R2, med pol i x ∈ D.
Bevisa att G(y,x) < 0 för alla y 6= x i det inre av D.

Ledning: Undersök först limy→xG (7p)
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