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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogörelse av lösningar i efterhand kan komma att krävas för de
högre betygen.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. Svara och motivera.

(a) Vilka av följande tre är tempererade distributioner påR: 〈F, φ〉 =
∫
φ(x)2dx,

f(x) = ex och δ′0? (3p)
(b) Vilka av följande tre 2:a ordningens linjära PDE i tre variabler är parabo-

liska: ∂2xu+ ∂yu+ ∂zu = 0, ∂2xu+ ∂2yu+ ∂zu = 0 och ∂2xu+ ∂2yu+ ∂2zu = 0? (3p)
(c) Vilka av de tre funktionsrummen L2(D), H1(D) och H1

0 (D) tillhör funk-
tionen

f(x) =

{
1, |x| < 1,

0, |x| > 1,

om D = (−2, 2)? (3p)

2. Beräkna lösningen u(x, y) till PDE-problemet

2y ∂xu+ x ∂yu = x, y > |x|, och u(0, y) = y2.

(7p)

3. Betrakta en homogen platta beskriven av D ⊂ R2, i vilken värmeflödet styrs
av Fouriers lag med konstant k > 0. Vi föreskriver inga villkor på ∂D, men
i varje punkt i D sker ett inflöde av värme proportionellt mot u0 − u, med
proportionalitetskonstant a > 0, genom kontakt med området ovanför/under
D som antas ha konstant temperatur u0.

(a) Härled en PDE som beskriver värmeutbredningen u(t, x, y) i D för 0 <
t < T . (1p)

(b) Formulera och bevisa att maximumprincipen gäller om u > u0 i D för
0 < t < T . (3p)

(c) Visa att maximumprincipen inte alltid gäller om om vi inte antar att
u > u0. (3p)

Var god vänd!



4. (a) Låt

f(x) =


2, x < 0,

ax+ b, 0 < x < 1,

x2, x > 1.

Bestäm a och b så att den svaga derivatan f ′ är en funktion, och beräkna
i detta fall den svaga andraderivatan f ′′, samt skissa f , f ′ och f ′′. (3p)

(b) Låt

fk(x) =

{
k, 5/k < x < 10/k,

0, för övrigt,
k = 1, 2, 3, . . . ,

så att limk→∞ fk(x) = 0 för varje x ∈ R. Avgör om fk konvergerar svagt
då k → ∞ och bestäm i så fall gränsdistributionen. Avgör om (fk)

2

konvergerar svagt då k →∞ och bestäm i så fall gränsdistributionen. (3p)

5. Poissons formel

u(r cos θ, r sin θ) =
1− r2

2π

∫ 2π

0

u(cosφ, sinφ)dφ

1 + r2 − 2r cos(φ− θ)
, r < 1,

ger lösningen u till Dirichletproblemet på enhetskivan x2 + y2 < 1. Antag nu
att u är harmonisk och positiv för x2 + y2 < 1, med u(0, 0) = 1. Visa att

1− r
1 + r

≤ u(r cos θ, r sin θ) ≤ 1 + r

1− r
, för alla r < 1.

(6p)

6. Betrakta ODE-problemet

u′′(x) = −1, 0 < x < 1,

u′′(x) = −4, 1 < x < 2,

u(0) = u(2) = 0,

u(1−) = u(1+),

3u′(1−) = u′(1+),

där 1− betyder vänstergränsvärde och 1+ betyder högergränsvärde. Finn en
variationsformulering (V, a, L) med a(u, φ) = α

∫ 1

0
u′φ′dx + β

∫ 2

1
u′φ′dx, för

lämpliga konstanter α, β. Visa att variationsproblemet är ekvivalent med ODE-
problemet. Visa att variationsproblemet har en unik lösning genom att verifiera
villkoren i Lax–Milgrams sats. (8p)

7. Betrakta PDE-problemet
∂2t u+ a∂tu = ∆u, x ∈ D, t > 0,

u = 0, x ∈ ∂D,
u = 0, t = 0,

∂tu = e1(x), t = 0,

där e1(x) betecknar första Dirichlet-egenfunktionen för området D ⊂ R2, och
a > 0 är en given konstant. Avgör för vilka D som u(t, x) antar både positiva
och negativa värden för t > 0. Villkoret ska formuleras i termer av det första
Dirichlet-egenvärdet λ1 för D. (7p)
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