MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Hemtentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMA690

2021-01-14, k1. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Alla.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via epost rosenan@chalmers.se och telefon

0317725365.

Totalt antal skrivningspoéang ar 50. Till dessa laggs bonuspoédng. Betygsgranser: 20
poang for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogdrelse av 16sningar i efterhand kan komma att krévas for de
hogre betygen.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. Svara och motivera.

(a) Vilka av foljande tre dr tempererade distributioner pA R: (F, ¢) = [ ¢(x)%dx,
f(z) = ¢e” och )7

(b) Vilka av foljande tre 2:a ordningens linjara PDE i tre variabler dr parabo-
liska: 92u+ Oyu+ d.u = 0, Oju + Oou+ 0.u = 0 och OFu + Oou+ 2u = 07

(c) Vilka av de tre funktionsrummen Lo(D), H'(D) och H}(D) tillhér funk-

tionen
L, |z| <1,
xTr) =
o {o, ol > 1,
om D = (-2,2)7
2. Berdkna 16sningen u(z,y) till PDE-problemet
2u0,u+axdu=m y>|zr[, och u(0,y) =1y

3. Betrakta en homogen platta beskriven av D C R2, i vilken virmeflsdet styrs
av Fouriers lag med konstant k£ > 0. Vi foreskriver inga villkor pa 0D, men
i varje punkt i D sker ett inflode av vérme proportionellt mot uy — u, med
proportionalitetskonstant a > 0, genom kontakt med omradet ovanfor/under
D som antas ha konstant temperatur wuy.

(a) Hérled en PDE som beskriver virmeutbredningen u(t, z,y) i D for 0 <

t<T.

(b) Formulera och bevisa att maximumprincipen géller om u > ug i D for
0<t<T.

(c) Visa att maximumprincipen inte alltid géller om om vi inte antar att
U > Ug.

Var god véind!

(3p)

(7p)

(1p)
(3p)

(3p)



4. (a) Lat

2, x <0,
flz)=qar+0b, 0<z<l,
x2, x> 1.

Bestdm a och b s& att den svaga derivatan f’ &r en funktion, och berdkna
i detta fall den svaga andraderivatan f”, samt skissa f, f’ och f”.

(b) Lat

0, for ovrigt,

fu(a) = {k: 5/k <z < 10/k,

k=1,23,...,

sa att limy_o fr(z) = 0 for varje x € R. Avgor om f;, konvergerar svagt
dd k — oo och bestdm i si fall grinsdistributionen. Avgoér om (f;)?
konvergerar svagt da k — oo och bestdam i sa fall gransdistributionen.

5. Poissons formel

u(cos ¢, sin ¢)d¢

u(rcos®,rsinf) =

_7,2 2
2m /0 1472 —2rcos(¢p —6)’

r<l1,

ger 16sningen w till Dirichletproblemet p& enhetskivan 22 + * < 1. Antag nu
att u dr harmonisk och positiv for 22 + y* < 1, med «(0,0) = 1. Visa att

11— 1
7“Su(rcosg,?“sinQ)g +T, for alla r < 1.
1+r -7
6. Betrakta ODE-problemet
(W'(z) = —1, 0<z<l,
u'(z) = —4, l<x<2,

g

(0) = u(2) =0,

u(l=) = u(1+),
3/ (1=) = u/(1+),

dér 1— betyder Véinstergransvéirde och 14 betyder hogergrénsviarde. Finn en
variationsformulering (V) a, L) med a(u,¢) = « fol u'd'dx + ff u'¢'dx, for
lampliga konstanter «, 5. Visa att variationsproblemet ar ekvivalent med ODE-
problemet. Visa att variationsproblemet har en unik 16sning genom att verifiera
villkoren i Lax—Milgrams sats.

. Betrakta PDE-problemet

O?u+ adu = Au, x € D,t>0,
u =0, x € 0D,

u =0, t=0,

Oiu = ey (w), t=0,

dér e;(x) betecknar forsta Dirichlet-egenfunktionen for omradet D C R?, och
a > 0 &r en given konstant. Avgor for vilka D som u(t, z) antar bade positiva
och negativa véirden for ¢t > 0. Villkoret ska formuleras i termer av det forsta
Dirichlet-egenvardet A\; for D.

(3p)

(3p)

(6p)

(8p)

(7p)



( T ../
= pe — \w V-
v % b3 E 3 ’
L ” S s S~ o
AVW/W\J \M ) c W ﬂ. //é
4 1 w\ N _\f X“
TR W SN |
Y Y Na N v ol
T N NS M /
~ Pt =0 e =1 e T~
—~— & . V L i R I:M 3
O ] ~ £ —~ M /A a U < S 1D
~EIERET 9 & S P S g = &0 IS
5 G v 5 A R e B B ¢ S 2 T
= ~ TR Ny ; aF )m 7\ X ﬁ/\ I~ -
Sl (o g B A s S ] , o~ >
(< 5 S £ X< H) { i
ot X <5 S 3 T ob | - ¢ >
YR ™~ o7 HWH e Qi 1 : .W«J 3 EE:
= Q E » J - =T g {d — 'Y
M\ﬂ NA N av = ¥ v £ g S ﬁww st X G = & 9 T o
, C T o 7 -
= S Sl oI P LY NP - , ~ N7 =
\k /.\ W/m/ f&/ & A vl Q y
X i = CEEN 5 = g " NN
RN v g A Gt S 2 s | 5 LT
SIS DN EENNx == IS = X — T y
o b - . oy, & X o ) L A POy , /) 4%
_.ﬂw. ] \._ﬂ» .Iﬂu s ~-f - < .
\r\ =) N } = 0 I e o \mw - v VD Vi
D\.‘x % N - 1 \Mi ~ & \W - .mﬁl ﬁ.L_ \MVM A VA ... JT o+
A% A\ >V Vi { g — g ()
A EARC RO R L RSNl ETEE A RN “E
N o t ) ~ 5 7
= ~ ) q /\\~ @|v »(\u \A M R .Uw\. AI\O. ; HM \\7zoe \J. M o
SN e 2T A : DA
S A4 T 1 y “ ! 4 '
/w, V iy ~o | W M @T- \m W 14 % i ﬁ,. o ¢ nt N7
© ;0 SN S ¢ > ) L_v \ ,,WU , 5 Q) =<
s e B e N e
St . /\ —r] /\
L
0
S Cov:
, N/
) p )




Q‘M@&

t .

Ve
3

ORI -
oA

Cﬂl)\ Q%‘%

“C Tl

]

Werg e

ity
\

b y
S T

P’%ﬂy

o
D%
)4

)

4

2N

hiR -
K KT L

ol

e
Ae/fmlé' oo

b

- e T

st U T

RERAY

bussszs | ]

. (M |

A= .

R
<

N e

=

N

@ la i~ Aq‘:ﬁ <

HAW W) A/ ',l/\.,., =)

oviorid

e

de

2 lar Wit |

(8l

ce b

R E Al

7520

& |

e (6
(&

-
PN

AR
oA

i sete | e

d

|

WA =154

+ +OD e /M/(/'

AVER EAY

[l ye

Q< <],

Y
[
.
e‘f'l /’(, N
o
>4

LY
a2t
)

=1\
Se eh

ke

VAL
cv
<
("

' "::\
R

Pl

e
»

)

e«

CSln N

iy
e, >
P

C

(N5
Qe Yy

<<

=

<N T
WA
2 ntely

2nt e B ke fBi\ -+ :;"T\ ]

3 Sy

Ay

(@]

N 4 G
-3\%‘\4"

U P

G lli‘«‘:‘ Y
ELe.

<

)*(‘:) oA

4

(EDE S +
\ U S

o
ol

o
LN

<
Anlel el 4

s

\/ﬁé5 b

NS L
D= | phets
Mg .

3

N

>

[ .

"<\‘ 6 BD 1

Fle /6’:\ -
N %

()

)

WCHE M =N
\\ ”3; A,

S

o | Miex |

¥
=
NG

¥
O

KEC’/\/ =

<

(5D LN vist a

et

“§ Yah

e Xl

0/
4

Sy

L0

&

%3 &

48 (‘\ %;}g, <N "6 €

o %

vijert  wert st e




P

V‘ A u/é

t>0

7

b o /o L N

, 2E

4

4 "%». :}:(D

7

\
G

i

i

y

D)

”

Elow
ke D

T lal

N

WAL= g (1w

SR - e b V\wg/‘.i" ‘

ReAvkite "PDT - ool Mrmed

P

\ _
2 vV \/ _
) > 1N ] NHIEEGR ( X u >
. Y X Q| g Y — |
| O | » o) > L T A A > = f
i e LRI I P AN S I = 7 N N S c
3 ES IV DRI (ol B = 1 S SLEETYS 9, L
A gy ] © 5 pasiE~ il 3o ER I
L IR EL A 2 o A 6 < .
v > I e L Uy \ = it

<)

N

RO

C

217 e D |

N '!P/\’g //

Lo
A= Tore <t |

SN

\

A T lexthYe | |

RIS

D cy
e
=]

D V’Nl’\\'

?\ﬂ (0) ¥ W

ko A0 LLO‘LM e~

-/,

|

1€f€7 v

‘2 (X

e

e
¢
Coiens

)

e Yidx

/
X ]

9(}

) P

X
~
4\4

i
\.
o

N A

SOl < e

ot B i
ol

Y
pd

L1018
. [

o de =Y 2T

/{JY{\’\( Q}C

™
]

~ 1\ 0)

Ao O kL1 |

NI Xl Rviwkc ok
LTS = =<2

-

* 1Y |
Al T+ R F @YY+

A\
In¢k [ Ditec + depre |

Y2l

0 K25
/
-

S
Diaz[—l

2%

RY I A IW(1H)

—

—
—
-

Q)| <

(4




rd ||i‘
D £ )
&% i 3
5 ¢
e s I ~ U:
O D D iy F 2 N
N\ < ; b oy " +3 —— L
v < Y S T _,ww S =
2 _L_M/ w.u 7 V Fa e tmﬂu
6 M { S0 e 9 Y
g ‘ ‘ EINNEL \ # 7> WIS
\m.; W i e 4p < = s
- D = ! : ~ |- N o
5 : N NI = Y D S W
B < By A V. D
Mo 3 : o sz T AR N
i ST e L S e le el L€
L d |~ (8 3 ¢ e 2 LTS 1T
.\.&, o Ll g i ﬁﬁmhv m 7 = :
L v ~ , o~ | s 9 - ;
V) T sy = S v v \Jw\
o O o ot W L - = )]
T e e R B A F RS N
] ' R ﬁwh M % N S ¢ am
. A VRN SRR S
L >4 P :
‘ % —\7 R4 W ] W N > =
q VAT ¢ i SIS TG I
A~ % < < L, £ SR d £
Y ~ il ] > T Q = -
- ~ R o0 = - R
ﬁ ’ ~0 e . - mw) nL“H J v/
[mps A RX AN SN T s 3-8
S = T e S ~ o R ¢ EE
! AR =8 P =4 S o = w NI
- X > > . < ¢ H N
M .Bf\ r.nw,,.\_ ) < M M Y Q\/ = T
S M NS Q5 S L ALE W Nk
/ (o , e - . L
V1 \V4 N/ = :
7 A
o/ w4




B N X
,<u — s // )
N T X =S )
X -0 iy A
;\N\ .f4 & . L
| S s > -7 RN
S - e o -+ & <+ Q)
Sy S INA y o f S
ot © 4 O -~ i L NI . \.&ln
b x oy IR (W I.M. * ° i
A_/ ﬂ g ™ H ~ A\M | ; e < .W
A N S pa RO N/ =
7 B3 i & r_m SR s A : A A
SRS > S q AR AR m |
o x| + LA NN n Y ~Loo 2 X
™~ \Illh lt—\ Rz IWJ f\d i |\;MW ) AN\ m.w _r .d ..v
= HTI.J/lO\\ Q W‘ — —~ oMo m, W S qu. N \WI
W Lﬁ = «v. : :lw Q “ v o J— \% _“ ”IW ﬁhUU N~ o A
R T e < sl X = — Ve 3. ‘ =
L o> N 2 )Mx - < Q8 - v LY — \W o < M q“m wl o o
W \ wm K ] > 4 -« L ) Mi ~— @ e B u VA. M\AW ) .ﬂI/L Q = Vv - o BN u
e S O S N R ol o N A R RO ML
o€ T NSy BT NSy 2 NS o ~
0 S IR S T SR SV A o B = N AT 9 x
S §o - Tola g ~ ) = iy < 8 % a TM NS
e YVl s A~ O RITs T X 70 b ] T dilv
3 o : 7 t <
'W M/U MI “ - -~ @I bl ) oﬂo .wl\lau\ “ ) w‘w \Q ’ i Aw\mw > w‘ M 7 o t . - Md )
olRl AN >P 2 A0S =~ S 2 g u@ Sl
& X -3 T € - X W L ol W= % 2 Y h M &
L U S Sy im0 s s ) N e BCINIE
ST L e s VT VL S = 40~ B B 0 o N N MY LSS
ANV A S O ¥ § N~ A ¥ ; - . b — A
IS < I N e O e M DI S RTINS
e o ~. ~ NESIMERE <N ESNE NN RLE= LT [377%
N A8 B oyl THEEEN S 8- ) O 73 7 4> o S
Y i mw\ 0. -
o)
i ) ) )
| m‘ ! N _
i 1 i | i




) unEn
L / A f
~L === [\ L A ,,.%Lp M
, = Y o T ; B
CRREL N S = ? >
my 3 ol ~o ] Q M 5 ,,M
/.I.n = \hﬁ. = w( B X a._,p ﬂﬂw 2 v\mmu EM\W h
ERNEN =N R E N ) : I S
v) YiEDR~ PR $ =Y > T
g i a— ww. < rD\l S T,W {m @ /d_ 9« W, _ .A.J
XS ST wl 3 - 9 9 o
¥ N Yy = - Y g N =
Ohv F ~d ; G W.
Y S W L, s Saile IS &
\n\ o i - ﬁ\l(‘ \AU 3 C \# P— Lo s
-./l C ™ ] &mw. »H / .-% IU. .ﬂ /ﬂfp\d (1 .M+ 1
OMJ ~ = _aw iy ¢ = ~ S M el i 3 = Jﬂ\)
- > oS 2 el [H ¢ S
| s o YTTY e N & &= =
7 e M ERCELE" v riikeenlit - $ =
Q o . | ~ i ?J.T i) \Y !
X N T w -~ e a :
XTTS NE N P e T
\ oY X \ N <] I8 PP - < T
S == NI R N < |~ R
- o U Lo ? % LT = ) {1 70
5 s v h& 4 s { e @ L " N “
Q\Ed = ) W‘ < ), 0) S ; ST L@ ,._/Jw (N4 {
, -3 X A T IS , -+ gy PR ] = J
] e~ 2 ! : < = — J - N
W/ S v m " ¥ { S e =
X |T — 4 vy P i ¥ S + J < < Ll old €%
o llQ x Q v 'y MQ ei —u N & mmﬁmR ww > o NS o
J & e ! NG e v ,
E U e a1 SOK ST s Y
T ? . o | A S - T T W | L —
S L S, S YT w [V < 3 I ] > L il
N pnr,\ g ¢ o] m QL | & L ™D 3 4 i =~ - P\z S L wﬁ’bﬂ-

B N =y S B R IR ¥ g 1O
~ , ; N ¢ b < =T ? ; ; R LM £ o {
> _>< —<.“_ A\ ‘MAU AW I\v - M + v AW\ ~ #\u IRl l_r _

A \\". 3 /{\r.\” n\ﬁ m/'\ Py ..w \»M/ & NV ﬂg : < M A/ lm — t nA‘i
/ )W . 4 i R— o - w\w \wv D rﬁ Av.m: B + .%:r« S . Y - Lot A\/ — f/*, A bm/
! < o - p s & . o PR ] — O

g ey e AT W W

—) . Mn / ; ~ ﬁ/\ +| P O-V % \.f\ ﬁ \ P
= L1 B Kmv i Ud e T w [ N Y
DI. 1 L £ N AWLMV |/‘l\ 13 AB ~ Ry
v Q _ e o _nﬂwﬂ S
() - -
"/




.

TN,
)
N
.\\Il./ \\.Il/
AN L
= < K o
Y N A
< Fo s 5
A NMERER , RN
T [q NHEE V)
el iR N o
N . — i
O < AT -+ i c
AR o i Azw v (S —4
R ~< K i ¢ 10
T ™ L - M } oD
T Sl S
m /muu . & g AO\ W i
e ey )« D :
AR IPERPIRN v
S O R B B
|\l\ .ﬁ\ : Qu v r’n./
A .0 (4 ¥~
EEDELE Y BN Th
4N 0 U ¥
O v A
f 3 X (\.u)y k
a\f\QZ‘ i u, JX e é : -
v 5 e >
RN Re
T pv . M - n O
N g (Y
I I
Ao b B NIRRT
= Ay
il £ d
Sl o 4 g 1S e
LY N MV




