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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogörelse av lösningar i efterhand kan komma att krävas för de
högre betygen.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. Svara och motivera.

(a) Vilka av följande tre är distributioner på R: ex2 , 1/x2 och 1/
√
|x|? (3p)

(b) Klassificera följande tre 2:a ordningens linjära PDE: ∂2xu + ∂x∂yu = 0,
∂2xu+ ∂yu = 0 och ∂2xu+ ∂x∂yu+ ∂2yu = 0. (3p)

(c) Vilka av följande tre PDE:er är linjära: (∂2xu+∂2yu)x = 1, (∂2xu+∂2yu)/u =
1 och (∂2xu+ ∂2yu)u = 1? (3p)

2. Beräkna lösningen u(x, y) till PDE-problemet

x ∂xu− y ∂yu+ u = y, u(x, x) = x2,

för x, y > 0. (7p)

3. Låt f ∈ H1
0 (D), där D = [0, π]× [0, π], och betrakta följande PDE problem

∂tu = ∆u− u, t > 0, (x, y) ∈ D,
u = 0, t > 0, (x, y) ∈ ∂D,
u = f, t = 0, (x, y) ∈ D.

för u(x, y, t).

(a) Visa att problemet har högst en lösning u, för varje givet f . Entydighets-
satser för PDE som används måste bevisas. (4p)

(b) Beräkna u då f = sinx sin y cos y. (3p)

Var god vänd!



4. (a) Beräkna den svaga derivatan f ′ av funktionen

f(x) =

{
3x2, x ≤ 1,

2x3, x > 1.

Skissa f och f ′. (3p)

(b) Avgör om f ′(1) existerar för f i punkten x = 1, och bestäm i så fall detta
värde. (1p)

(c) Avgör om följden fn(x) = n
1+n2x2 , n = 1, 2, 3, . . ., konvergerar svagt på R

då n→∞, och bestäm i så fall gränsdistributionen. (3p)

5. Låt u(x, y) vara en strikt subharmonisk funktion på enhetsskivan, det vill säga
antag att ∆u > 0 för x2 + y2 < 1.

(a) Avgör om det är möjligt att u antar ett minimum i en punkt (x, y) med
x2 + y2 < 1. (3p)

(b) Avgör om det är möjligt att u antar ett maximum i en punkt (x, y) med
x2 + y2 < 1. (3p)

Motexempel eller fullständigt bevis efterfrågas.

6. Låt D ⊂ R2 vara ett begränsat område med slät rand. Betrakta variations-
problemet där u ∈ V sökes som löser

a(u, φ) = L(φ), för alla φ ∈ V,

med V = H1(D) och

a(u, φ) =

∫∫
D

(∇u,∇φ)dx+

∫∫
D

uφdx,

L(φ) =

∫
∂D

fφdS,

där f är en given kontinuerlig funktion på ∂D.

Finn det randvärdesproblem som är ekvivalent med variationsproblemet. Ek-
vivalensen ska visas under antagandet att u är C2. (7p)

7. Bestäm lösningen u(x, y, z, t) till begynnelsevärdesproblemet

∂2t u = ∆u+
h(x, y, z)

1 + t
, x, y, z ∈ R, t > 0,

med startdata u(x, y, z, 0) = ∂tu(x, y, z, 0) = 0, om h är en given harmonisk
funktion. (7p)
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