MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Hemtentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMA690
2020-08-17, k1. 14.00-18.00

Hjalpmedel: Alla.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via epost rosenan@chalmers.se.

Totalt antal skrivningspoang &r 50. Till dessa ldggs bonuspoéang. Betygsgranser: 20
poang for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogorelse av 16sningar i efterhand kan komma att kravas for de
hogre betygen.

Réakningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning lémnas via kursens hemsida.

1. Svara och motivera.

(a) Vilka av foljande tre ér distributioner pa R: e**, 1/2% och 1/4/]x]?

(b) Klassificera foljande tre 2:a ordningens linjira PDE: 0?u + 9,0,u = 0,
d2u + dyu = 0 och 2u + 0,0,u + dou = 0.

(c) Vilka av foljande tre PDE:er ar linjéra: (Qju+0ou)x = 1, (Qju+0iu)/u =
1 och (2u+ ou)u = 17

2. Berikna l6sningen u(z,y) till PDE-problemet

zO0pu — Yy Oyu +u =1y, u(z,r) = 2°,
for x,y > 0.
3. Lat f € H}(D), dar D = [0, 7] x [0, 7], och betrakta f5ljande PDE problem

Ou=Au—wu, t>0(r,y) €D,
u =0, t>0,(z,y) € 0D,
u=f, t=0,(z,y) €D.

for u(x,y,t).

(a) Visa att problemet har hogst en 16sning u, for varje givet f. Entydighets-
satser for PDE som anvidnds maste bevisas.

(b) Berdkna u d& f = sinzsinycosy.

Var god vénd!

(3p)
(3p)

(3p)

(7p)



(a) Berdkna den svaga derivatan f’ av funktionen

322, x <1,

fz) = {2:1:3, x> 1.

Skissa f och f.

(b) Avgor om f'(1) existerar for f i punkten x = 1, och bestdm i s fall detta
varde.

(c¢) Avgdr om foljden f,(r) = —%=, n =1,2,3,..., konvergerar svagt pa R

1+n2w2 Y
da n — 0o, och bestam i sa fall griansdistributionen.

5. Lat u(x,y) vara en strikt subharmonisk funktion pa enhetsskivan, det vill séga

antag att Au > 0 for 22 + 4% < 1.

(a) Avgor om det dr mdjligt att w antar ett minimum i en punkt (z,y) med
22+ < 1.
(b) Avgor om det ar mojligt att u antar ett maximum i en punkt (x,y) med
?+y? <1
Motexempel eller fullstéandigt bevis efterfragas.

. Lat D C R? vara ett begrinsat omrade med slit rand. Betrakta variations-
problemet dér v € V' sokes som 16ser

a(u,p) = L(¢), for alla ¢ € V,

med V = H'(D) och

alu, ¢) = / /D (Vau, Vé)dz + / /D uedr,

L(¢) = [ fodsS,
oD

dar f ar en given kontinuerlig funktion pa 0D.

Finn det randvardesproblem som &ar ekvivalent med variationsproblemet. Ek-
vivalensen ska visas under antagandet att u ar C*.

. Bestdm 16sningen u(z,y, z,t) till begynnelsevirdesproblemet

h(z,y, z)

, x,y,z € Rt >0,
1+¢ 4

Otu = Au +

med startdata u(z,y, z,0) = dwu(z,y,2,0) = 0, om h &r en given harmonisk
funktion.

(3p)
(1p)

(3p)

(3p)

(3p)

(7p)

(7p)
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