MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Hemtentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMA690
2020-04-08, kl. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Alla.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via epost rosenan@chalmers.se.

Totalt antal skrivningspoang &r 50. Till dessa ldggs bonuspoéang. Betygsgranser: 20
poang for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 poang for betyget 5, inklusive
bonus. En muntlig redogorelse av 16sningar i efterhand kan komma att kravas for de
hogre betygen.

Réakningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning lémnas via kursens hemsida.

1. Svara och motivera.

(a) Vilka av foljande tva funktionsrum &r Hilbertrum?

i. Vi ={f:[0,1 — R ; f ar kontinuerlig} med norm || f|| = (fo1 |f(z)|>dz) /2.
ii. Vo={f:[0,1] = R ; f dr begrinsad} med norm || f[| = sup,¢o 1 | f(2)|-

(3p)
(b) Vilka av foljande tre &r tempererade distributioner pa R?
e?, |z|7Y? och Y"32, Ok, dér &y dr Dirac-deltat i z = k. (3p)
(c) For vilka a,b € R och z € R? ér G(x,y) = a/|x —y| + b/|x — z| en
Greensfunktion for enhetsklotet {x € R? ; |x| < 1}? (3p)
2. Berikna l6sningen u(z,y) till PDE-problemet
up, + /Yy u, = u, u(x,0) =,
forx e R,y > 0. (7p)
3. Lat f(x,t) > 0 vara en positiv funktion, och 1at u(z,t) vara en kontinuerlig
funktion, for —1 <z < 1,0 <t < 2. Antag att u(z,t) dr en C? funktion for
—l<z<1, 0<t<2, ochdar loser
uy(x, t) = Au(x, t) + f(z,1).
(a) Avgor om det ar mojligt att u antar minimum for x =0, ¢ = 1. (3p)
(b) Avgor om det dr mojligt att v antar maximum for z =0, ¢ = 1. (3p)

Motexempel eller fullsténdigt bevis efterfragas.

Var god véind!



4.

d.

(a) Berdkna andraderivatan f” i svag (distributions-) mening av funktionen
f(@) =z —a.

Skissa f, f' och f".

(b) Avgdr om foljden f,(x) = sin?(nz), n = 1,2,3, ..., konvergerar svagt (=
i distributionsmening) pa R da n — oo, och bestdm i sa fall gransdistri-
butionen.

Lét f(z,y) € H}(D), dér D = [0, 1] x[0, 1], och betrakta féljande PDE problem

uf, = Au, t>0,(x,y) € D,
u=1, t>0,(z,y) € 0D,
u:1+fa t:Oa(xay)€D7
uy =0, t=0,(x,y) € D.

for u(x,y,t).

(a) Visa att problemet har hogst en l6sning u, for givet f. Entydighetssatser
for PDE som anvénds maste bevisas.

(b) Berékna u da f = sinzsiny.

. Lat D C R? vara ett begrinsat omrade med slit rand. Betrakta variations-

problemet dér u € V' sékes som l6ser
a(u, ) = L(o), for alla ¢ € V,

med V = H'(D) och

a(u, @) = //D(Vu, V¢)dx + /aD updsS,

1) = [[ rodo+ /a gods,

dér f och ¢ &r givna kontinuerliga funktioner pa D respektive 0D.

Finn det randvardesproblem som ar ekvivalent med variationsproblemet. Ek-
vivalensen ska visas under antagandet att u #r C2.

. Lat k € R och

e_klx‘
(I)k(X> = x € R3.

dmx]

Visa att A®;, — k2®;, = 4.

(4p)

(3p)

(7p)

(7p)
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