MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2020-01-16, k1. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller raknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Telefonvakt: Felix Held, ankn. 5325

Totalt antal skrivningspoang &r 50. Till dessa ldggs bonuspoéang. Betygsgranser: 20
poéng for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 poéng for betyget VG, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas via kursens hemsida.

1. Definiera foljande.

(a) Vad som menas med en Greensfunktion for ett omrade D C R2.
(b) Vad som menas med en hyperbolisk linjar andra ordningens PDE.
(c) Vad som menas med en distribution F' € D'(R").

2. Berdkna l6sningen u(z,y) till PDE-problemet
V1— 22, + u, =0, u(0,y) = y?,
for |z] <1,y € R.
3. Lat D = {a? + y? < 1} vara enhetsskivan. Betrakta den harmoniska funktion

u(z,y) pa D som har Dirichlet-randvérden

$2

(1 + 3z2 + 3y?)?

pa 0D.

(a) Bestdm maximum och minimum av u pa D = {22 + 32 < 1}.
(b) Berékna u(0,0).

4. (a) Berdkna distributionsderivatan (=den svaga derivatan) f’ av funktionen

Fa) = {m, 2 > 1,

—r? =2z, |z| <1

Skissa f och f’.

(b) Avgér om foljden f,(z) = ne ™™l n =1,2,3 ... konvergerar svagt (= i
distributionsmening) da n — oo, och bestédm i sa fall gransdistributionen.

Var god véand!

(6p)
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(a) Lat a,b € R. Los ODEn f'(t) = —af(t) — tf(t) for t € R, déar f(0) = 0.

(b) Bestdm vérmekdrnan H;(z) i en dimension, det vill sdga den funktion
vars Fourier transform ér H,(¢) = e, Beriikningen ska redovisas.

(c) Bestam l6sningen u(x,t) till féljande virmeledningsproblem med tidsbe-
roende dissipation.

up=ul, —tu, t>0,2€R,
u(z,0) =g(z), ze€R.

. Betrakta ett variationsproblem dar u € V' sokes som l6ser

a(u, ) = L(¢), for alla ¢ € V. (1)

Hér ar V ett givet funktionsrum, a : V' xV — R &r en given bilinjar funktional
och L : V — R &r en given linjar funktional. Formulera och bevisa Lax-
Milgrams sats. Hypotesen pa V', a och L och hur denna anvinds i beviset ska
tydligt framga. Det far antas att a dr symmetrisk och antas kidnt att u loser
om och endast om u minimerar F(u) = fa(u,u) — L(u).

(De som liast TMAG690 tidigare dn 2019/2020 16ser istéllet (7°) ne-
dan.)

Betrakta —A pa rektangeln D = {0 < 2 < 1,0 < y < 2} med Dirichlets
randvillkor.

(a) Bestdm det minsta egenvirdet \;.

(b) Berékna Rayleighkvoten R for

oz, y) = zy(l —2)(2 —y).

(Loses endast av de som last TMA690 tidigare &n 2019/2020.)

Lat D C R? vara ett begriinsat och enkelt sammanhingande omrade i planet
med slat rand.

(a) Definiera dubbelskiktspotentialen i D, av en funktion h pa dD.
(b) Ange randvérdena pa 9D av din dubbelskiktspotential i (a).

(c) Beskriv algoritmen for att 16sa Dirichletproblemet

Au=0 1iD,
u=f padD,

med dubbelskiktspotentialer.

(2p)

(2p)

(3p)

(4p)

(3p)
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