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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget VG, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. Definiera följande.

(a) Vad som menas med en Greensfunktion för ett område D ⊂ R2. (3p)
(b) Vad som menas med en hyperbolisk linjär andra ordningens PDE. (3p)
(c) Vad som menas med en distribution F ∈ D′(Rn). (3p)

2. Beräkna lösningen u(x, y) till PDE-problemet
√

1− x2u′x + u′y = 0, u(0, y) = y2,

för |x| < 1, y ∈ R. (6p)

3. Låt D = {x2 + y2 < 1} vara enhetsskivan. Betrakta den harmoniska funktion
u(x, y) på D som har Dirichlet-randvärden

x2

(1 + 3x2 + 3y2)2

på ∂D.

(a) Bestäm maximum och minimum av u på D = {x2 + y2 ≤ 1}. (3p)
(b) Beräkna u(0, 0). (3p)

4. (a) Beräkna distributionsderivatan (=den svaga derivatan) f ′ av funktionen

f(x) =

{
|x|, |x| ≥ 1,

−x2 − 2x, |x| < 1.

Skissa f och f ′. (4p)
(b) Avgör om följden fn(x) = ne−n|x|, n = 1, 2, 3, . . ., konvergerar svagt (= i

distributionsmening) då n→∞, och bestäm i så fall gränsdistributionen.
(3p)

Var god vänd!



5. (a) Låt a, b ∈ R. Lös ODEn f ′(t) = −af(t)− tf(t) för t ∈ R, där f(0) = b. (2p)

(b) Bestäm värmekärnan Ht(x) i en dimension, det vill säga den funktion
vars Fourier transform är Ĥt(ξ) = e−tξ

2 . Beräkningen ska redovisas. (2p)

(c) Bestäm lösningen u(x, t) till följande värmeledningsproblem med tidsbe-
roende dissipation. {

u′t = u′′xx − tu, t > 0, x ∈ R,

u(x, 0) = g(x), x ∈ R.

(3p)

6. Betrakta ett variationsproblem där u ∈ V sökes som löser

a(u, φ) = L(φ), för alla φ ∈ V. (1)

Här är V ett givet funktionsrum, a : V ×V → R är en given bilinjär funktional
och L : V → R är en given linjär funktional. Formulera och bevisa Lax–
Milgrams sats. Hypotesen på V , a och L och hur denna används i beviset ska
tydligt framgå. Det får antas att a är symmetrisk och antas känt att u löser
(1) om och endast om u minimerar F (u) = 1

2
a(u, u)− L(u). (8p)

7. (De som läst TMA690 tidigare än 2019/2020 löser istället (7’) ne-
dan.)

Betrakta −∆ på rektangeln D = {0 < x < 1, 0 < y < 2} med Dirichlets
randvillkor.

(a) Bestäm det minsta egenvärdet λ1. (3p)

(b) Beräkna Rayleighkvoten R för

φ(x, y) = xy(1− x)(2− y).

(4p)

7’ (Löses endast av de som läst TMA690 tidigare än 2019/2020.)

Låt D ⊂ R2 vara ett begränsat och enkelt sammanhängande område i planet
med slät rand.

(a) Definiera dubbelskiktspotentialen i D, av en funktion h på ∂D. (2p)

(b) Ange randvärdena på ∂D av din dubbelskiktspotential i (a). (2p)

(c) Beskriv algoritmen för att lösa Dirichletproblemet{
∆u = 0 i D,
u = f på ∂D,

med dubbelskiktspotentialer. (3p)
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