MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG90
2019-04-26, k1. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller raknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Telefonvakt: Gustav Lindwall, ankn. 5325

Totalt antal skrivningspoang &r 50. Till dessa ldggs bonuspoéang. Betygsgranser: 20
poéng for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 poéng for betyget VG, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r férenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning ldmnas pa kursens hemsida.

1. Bestdm den allménna lésningen u(x,y) till den partiella differentialekvationen

"o " "
12uy,, = 4uy, + u,,.

2. Lat D C R? vara en 6ppen och begrinsad mingd i planet med slit rand 9.D.

(a) Definiera funktionsrummet H}(D). Forklara varfor Hj (D) ér ett Hilber-
trum.

(b) Lat f vara en kontinuerlig funktion pa D. Ge en variationsformulering av

randvéardesproblemet
(e"ug )y + (€¥uy )y + f =0 1D,
u=0 pa dD.

Visa att en funktion u € C?(D) léser randvirdesproblemet och och endast
om den loser variationsproblemet.

(c) Forklara vilka egenskaper hos variationsproblemet som behdvs for att det
siikert ska ha en svag 16sning i H} (D).

3. Betrakta funktionen (¢, x) som loser vagekvationen uj, = Au for ¢t > 0, x €
R”, med startvillkoren u(0,x) = 0 och

1—- <1
(0.5) — { xl, ] <1,

0, x| > 1.
(a) Formulera d’Alemberts l6sningsformel fér dimension n = 1 och godtyck-
liga initialdata, och berékna sedan u(t,0) for alla ¢t > 0.

(b) Formulera Poissons losningsformel for dimension n = 3 och godtyckliga
initialdata, och berdkna sedan u(t¢,0) for alla ¢ > 0.

(c) Forklara hur dessa resultat dr relaterade till Huygens princip.

Var god véind!

(7p)

(2p)



4. (a) Betrakta distributionen u € D'(R?) som ges av

o = [ /D o(z,y)dzdy,

dir D ir forsta kvadranten x,y > 0. Berdkna u, .
(b) Lat vi(z) = ke ¥l for x € R. Avgér om féljden av funktioner v, konver-

gerar i D'(R) och berékna i sa fall gransdistributionen.

5. (a) Definiera vad som menas med en Greensfunktion G(x,y) for ett omrade
D C R”.

(b) Ange Greensfunktionen G(x,y) for cirkelskivan z? + y* < a* i R?, med
radie a > 0.

(c) Antag att u &r harmonisk for x| < 3 och att
u(3cosf, 3sinf) = 2cos® + 2.
Berékna (0, 0) samt u:s maximum i cirkelskivan |x| < 3.

6. (a) Lat D C R? vara ett begriinsat omrade i planet med slit rand. Antag att
u € C? loser vagekvationen u}, = Au fér x € D, t > 0, med Neumanns
randvilkor du/0n = 0 for x € 0D, t > 0. Definiera energifunktionalen

E(t) = /D(uz(t,x)2 + | Vu(t,x)|*)dx.

Visa att E(t) dr konstant.

(b) Antag att u(t, z,y) dr en C? funktion som léser start /randvirdesproblemet

up, = Au, 2 +y?<1,t>0,
u=u,=0, 2+y*<1,t=0,

%:O, 22 +y2=1,t>0.

Visa att u(1,1/2,1/3) = 0.

7. Betrakta PDEn wj + v, =0 f6r 0 < z < 7w, t > 0, med Dirichlets randvillkor
u(t,0) = u(t,m) =0 for t > 0.

(a) Bestam alla separabla losningar till u; 4+ ., = 0 med Dirichlets randvill-
kor.

(b) Finn tva l6sningar uy och wug till uj + u”, = 0 med Dirichlets randvillkor
sddana att maxg<,<, |u1(0,2) —uz(0, )| < 107° och maxg< < [u1(1, ) —
uo(1, )| > 106,

(3p)
(3p)

(2p)

(3p)

(4p)

(3p)

(3p)

(3p)
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