MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer F3, TMAG690
2019-01-17, kl. 8.30-12.30

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Examinator: Andreas Rosén

Telefonvakt: Henrik Imberg, ankn. 5325

Totalt antal skrivningspoang &r 50. Till dessa ldggs bonuspoéang. Betygsgréanser:
20 podng for betyget 3, 30 podng for betyget 4 och 40 podng for betyget VG,
inklusive bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa
langt som maojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning lamnas pa kursens hem-
sida.

1. Bestdm u(x,y) som loser ekvationen
uy, + 2ay*u;, = 2y
och uppfyller «(0,y) =0 fér y > 0.

2. Lat D C R? vara en 6ppen och begrinsad mingd i planet med slit rand
oD.

(a) Definiera funktionsrummet H'(D). Forklara varfor H'(D) ér ett Hil-
bertrum.

(b) Lat f vara en kontinuerlig funktion pa D = D UOJD och antag att
u € C%(D) léser variationsproblemet

/D ((Vu, Vo) + ug)dz = /D fodw

for alla ¢ € H'(D). Hérled det randvirdesproblem som u l6ser, det
vill séiga en differentialekvation i D och ett randvillkor pa 0D. Visa
att variationsproblemet och randvérdesproblemet &r ekvivalenta for
u € C*D).

(c) Forklara varfor randvillkoret i (b) &r naturligt.

3. Betrakta funktionen w(t,x) som loser uj, = Au for ¢t > 0, z € R™, med
startvillkoren u(0, z) = 0 och

1— |z|? <1
O S
0, |z| > 1.
Berékna u(t,0) for allat > 0
(a) i dimension n = 1,
(b) i dimension n = 2, och

(c) i dimension n = 3.

Var god vénd!

(7p)

(2p)
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4. (a) Definiera rummet D'(R) av distributioner pa R.

(b) Berékna derivatan v’ € D'(R) av den distribution som ges av

ulg] = / (- 0)é(e)dr, € CFR).

Skissa /.

(c) Undersok om lim,, ., n®sin(nx) existerar i distributionsmening och
berdkna i sa fall gransvérdet.

5. (a) Bestdm en Greensfunktion for 6vre halvplanet
D={(z,y) €eR*; 2z € R,y >0},

till exempel genom spegling i y = 0.
(b) Anvénd denna Greensfunktion for att 16sa Dirichletproblemet
Au(z,y) =0, y>0,

u(z,0) =1, 1 <x<5h,
w(z,0) =0, x<1lellerz>5.

6. Lat D={(z,y) e R?* ; 0<z<m,0<y<m}och0<T < 0.

(a) Formulera och bevisa den svaga maximumprincipen for virmelednings-
ekvationen u; = Au pa omradet D x (0,7T).

(b) Antag att
wy(t, z,y) = Au(t, x,y), (x,y) € D,t >0,

u(t,z,y) =0, (x,y) € OD,t > 0,
0 <wu(0,z,y) <sinzsiny, (x,y)€ D.

Visa att 0 < u(t,z,y) < e ?sinzsiny for alla (x,y) € D och t > 0.

7. Lat D C R? vara ett begrinsat och enkelt sammanhingande omrade i
planet med sldt rand.

(a) Definiera dubbelskiktspotentialen i D, av en funktion h pa dD.
(b) Ange randvérdena pa 9D av din dubbelskiktspotential i (a).

(c) Beskriv algoritmen for att 16sa Dirichletproblemet

Au=0 1iD,
u=f paadD,

med dubbelskiktspotentialer.

(2p)

(3p)

(3p)

(4p)

(4p)

(3p)
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