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1. Lös ekvationen
yux + xuy = 0,

d̊a u(x, 2x) = x2. (6p)

2. L̊at Ω vara enhetsdisken i R2. Ge en variationsformulering till prob-
lemet

−∆u+ u = f(x) i Ω

∂u

∂n
= g p̊a ∂Ω.

Verifiera sedan villkoren i Lax-Milgrams sats för variationsproblemet.
. (7p)

3. Bevisa att den enda lösningen u ∈ C2(D) till

−∆u+ u3 = 0 i D := x2 + y2 < 1

u = 0 p̊a ∂D := x2 + y2 = 1.

är u = 0. (6p)

4. L̊at D vara enhetsdisken i R2 och antag att u satisfierar

ut = ∆u i D × [0, T ],

u(t, x, y) = 0 p̊a ∂D × [0, T ].

Visa att ∫
D

|∇u(t, x, y)|2dxdy ≤
∫
D

|∇u(0, x, y)|2dxdy

för t ∈ [0, T ]. Här är ∇ = (∂x, ∂y). (6p)

5. Lös ekvationen

utt = uxx, (t ≥ 0,−∞ ≤ x ≤ ∞),

u(0, x) = sin(x), (−∞ ≤ x ≤ ∞),

ut(0, x) = x2, (−∞ ≤ x ≤ ∞),

(6p)
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6. L̊at

u(t, x) =
1√
4πt

∫ ∞
−∞

e−(x−y)
2/4tφ(y)dy,

där φ = φ(x) är begränsad och kontinuerlig för −∞ < x < ∞. Allts̊a
u är en lösning till värmeledningsekvationen. Visa att limt→0 u(t, x) =
φ(x) för alla x. (7p)

7. Bevisa att om u ∈ C2(D) ∩ C(D̄) inte är konstant, och u är harmonisk
p̊a D, s̊a antar u sitt maximum och minimum p̊a ∂D. (6p)

8. a) Beskriv skillnaden mellan en distribution och en tempererad dis-
tribution. (3p)

b) Formulera Weierstrass approximationssats och förklara med ord
huvudidén i beviset. (3p)

Betygsgränser: 20-29 p ger betyget 3; 30-39 p ger betyget 4; 40-50 p
ger betyget 5.

Lycka till!/Sebas
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