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1. Lös ekvationen
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0,

då u(0, y) = y3. (5p)

2. Låt D = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 < 25}.
a) Låt u = u(x, y, z) uppfylla ∆u = 0 i D och u = z2 på ∂D. Bestäm u(0, 0, 0).

(4p)
b) Låt u = u(t, x, y, z) vara definierad för t ≥ 0 och (x, y, z) ∈ R3 och antag att

utt = ∆u,

u(0, x, y, z) = f(x, y, z),

ut(0, x, y, z) = 0,

där f = 25 − x2 − y2 − z2 då (x, y, z) ∈ D och f = 0 då (x, y, z) ∈ R3 \ D.
Bestäm u(1, 7, 0, 0). (4p)

3. Låt u = u(t, x) vara en lösning till värmeledningsproblemet

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ (x2 − 1)u, (0 < x < 1, t > 0)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 (t ≥ 0)

u(0, x) =
√
x(1− x) (0 ≤ x ≤ 1)

a) Visa att för godtyckligt t ≥ 0 så gäller uppskattningen∫ 1

0

(u(t, x))2 dx ≤ 1

6
.

(5p)

b) Visa att u(t, x) ≤ 1
2
för alla t ≥ 0 och 0 ≤ x ≤ 1. (3p)

4. a) Låt u vara en distribution. Det är frestande att definiera Fouriertransformen
û av u genom att låta û[φ] := u[φ̂] för alla testfunktioner φ. Varför är detta
inte möjligt och hur kommer man runt problemet? (4p)
b) Låt V = {f : f ∈ C([a, b])}. Förklara varför V med skalärprodukten
< f, g >=

∫ b

a
fgdx inte är ett Hilbertrum. (3p)



5. Låt Ω vara enhetsdisken i R2. Ge en variationsformulering till problemet

−∆u+ (1 + y2)u = e−(x2+y2) i Ω

∂u

∂n
= x2 på ∂Ω.

Verifiera att din variationsformulering är korrekt genom att visa att en lösning
u till variationsproblemet löser problemet ovan om u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω̄). Verifiera
sedan villkoren i Lax-Milgrams sats för variationsproblemet. (8p)

6. Lös ekvationen

utt = uxx, (t ≥ 0, x ≥ 0),

ut(t, 0) = 2ux(t, 0), (t ≥ 0),

u(0, x) = f(x), (x ≥ 0),

ut(0, x) = g(x), (x ≥ 0),

där f, g ∈ C2((0,∞)) och f(x) = g(x) = 0 då 0 < x < ε för något ε > 0. (6p)

7. Låt Ω vara ett begränsat område i R3 och låt f ∈ C1(Ω) och antag att f är
begränsad och har kompakt stöd i Ω. Låt

wf := − 1

4π

∫
Ω

1

|x− y|
f(y)dy.

Visa att wf ∈ C2(Ω) och att ∆wf = f . (8p)

Betygsgränser: 20-29 p ger betyget 3; 30-39 p ger betyget 4; 40-50 p ger betyget 5.
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