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1. Finn den allmänna lösningen u = u(x, y) till

∂u

∂x
+ 2xy2

∂u

∂y
= 0.

(6p)

2. Finn u som löser utt = uxx + cosx, u(0, x) = sin x, ut(0, x) = 1 + x. (6p)

3. Låt u = u(x, y) vara lösning till

∆u = −2 i D = {(x, y) : |x|+ |y| < 1},
u = 0 på ∂D.

Visa att −1
4
≤ u(x, y) ≤ 1

2
för (x, y) ∈ D̄.

(6p)

4. Vad blir derivatan av den distribution som ges av

u[Φ] =

∫ ∞

0

Φ(x) coshx dx,

och hur skiljer den sig från den vanliga derivatan av coshx? (5p)

5. Låt uh ∈ Vh vara lösning till variationsproblemet < uh, v >=< f, v >, ∀v ∈ Vh,
och låt u ∈ V vara lösning till < u, v >=< f, v >, ∀v ∈ V , där Vh ⊂ V . Visa
att

‖u− uh‖V ≤ ‖u− v‖V ∀v ∈ Vh,

där ‖ · ‖ är normen associerad till skalärprodukten < ·, · > på V. (6p)

6. a) Visa att problemet

∆u = 0 i D = {r < 1,−π ≤ θ ≤ π},

∂u

∂r
= sin2 θ på ∂D,

saknar lösning. (3p)

b) Visa att problemet uxx = ut, t < 0, u(0, x) = φ(x), (dvs värmeled-
ningsekvationen bakåt i tiden) inte är välställt (well posed). Ledning: Betrakta
un(t, x) = gn(x)fn(t) för lämpliga gn(x) och fn(t). (6p)



7. Låt u vara lösning till vågekvationen utt = uxx+uyy+uzz. Antag att u ∈ C2(R4)
och att u(0, x, y, z) och ut(0, x, y, z) är noll då x2+y2+z2 > R2 för något R > 0.
Visa att det finns en konstant C > 0 (som är oberoende av t, x, y och z) så att

t |u(t, x, y, z)| < C,

för alla t, x, y, z. (6p)

8. Formulera och bevisa Poincarés olikhet för H1
0 (Ω). (6p)

Betygsgränser: 20-29 p ger betyget 3; 30-39 p ger betyget 4; 40-50 p ger betyget 5.

Lycka till!/HA














