TMAG690

Matematik Chalmers

Tentamensskrivning i Partiella differentialekvationer F3 / TM3
Datum: 2012-12-19, kl. 14:00 - 18:00.

Hjalpmedel: Inga

Telefonvakt: Magnus Onnheim, tel. 070-3088304

1. Finn den allménna lésningen u = u(z,y) till

0*u 0%u 0%u
4 4 =0.
0x? + 0x0y + oy? 0

(5p)

2. a) Antag att u &r en harmonisk funktion i disken D = {z € R? : |z| < 2} och
att u =3sin20 + 1 da |z| = 2. (0 &r vinkeln i poldra koordinater). Vad &r max
av u i D och vad &r virdet av u i origo? (2+3p)
b) Om x = (x,y, z) sa lat x* = (z,y, —z). Varfor kan inte

1 n 1
Am|x —xo| = 4w|x — x}|

G(x,%g) =

vara Greens funktion for omradet {(z,y,z2) : z > 0}7? (2p)

3. Betrakta problemet wuy = tyy + Uy, + sz, (2,y,2) € R ¢ >0, w(0,2,y,2) =
f(l', Y, Z)v ut(()? LY, Z) = g(l‘, Y, Z)
a) Anvind Poissons formel for att finna w i fallet d& f =0 och g =y + 2. (4p)
b) Antag att f = 0 och ¢ = g(x,y), dvs. g &r oberoende av z. Anvénd
"Hadamard’s method of descent" och héarled Poissons formel i tva rumsdimen-
sioner i detta fall. (4p)

4. a) Genom u[¢] = [*°_¢(t,t)dt definieras en distribution i R?. Visa att u satis-
fierar Ou/0xy + Ou/0xy = 0. (4p)
b) Lat V vara ett Hilbertrum och antag att V}, ar ett delrum till V. Antag att
u € V och uy, € V), uppfyller < u—uy,,v >=0, Vv € V},. Visa att detta innebér
att [Ju —up|| < ||lu—v]|, Vv € V3. Hér &r < -, - > skaldrprodukten pa V och || - ||
den associerade normen. (4p)

5. Lat D vara ett begridnsat enkelt sammanhéngande omrade i planet med slat
rand 9D och utatriktad enhetsnormal n. Visa att den enda 16sningen u till

aQU aQU 3 Ou

—ud=== D T
oz Top W g Wy e telnT]
ou .
%juu: 0 for (z,y) € 0D, t € [0, T

u(0,z,y) =0 for (x,y) € D

ar u = 0. (6p)



6. Lat u = u(t, ) vara 16sning till vagekvationen uy = u,, for (¢,x) € R? sidan
att u har begransade andraderivator. Lat

1 o 2
v(t,x) = \/R/ e (s, ) ds.

a) Visa att v(t, z) 16ser virmeledningsekvationen vy = v,,. (4p)
b) Visa att lim; o v(t, x) = u(0, ). (4p)

7. Formulera och bevisa Lax-Milgrams sats (existens och entydighet &r tillrack-
ligt). (8p)

Betygsgranser: 20-29 p ger betyget 3; 30-39 p ger betyget 4; 40-50 p ger betyget 5.
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