TMA 690

Matematik CTH

Tentamensskrivning i Partiella differentialekvationer F

Datum: 2005-08-15, kl. 14.00 - 18.00.

Hjalpmedel: Inga, ej heller riknedosa.

Telefonvakt: Christoffer Cromvik, tel. 0762-721860, bestker salen ca 15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges p& skrivningsomslaget.

1. Finn den allminna lésningen till differentialekvationen

m232u—2:v Ou +Eﬂ—u+?ﬁ—
z? ordy = Oy: Oy

0. (6p)

2. Los begynnelse- och randvéirdesproblemet

Uy = @ Uz, >0, 1> 0;
u(z,0) =0, uy(x,0) =0, z > 0; u(0,t) = u(t), t >0,

dar p € C?[0,00), u(0) = p'(0) = p"(0) = 0. Ge en fysikalisk tolkning f6r problemet
och 16sningen. (8p)

3. Lat § vara ett begrinsat omradei R" (du kan véljan = 2) och 18t Cr = Qx (0, T).
Antag att u € C*(Cr) ir en 16sning till u, — Au = f i Cr, saddan att u = 0 pa
90 x [0, 7). Visa att

f u?(z,8)dz < f v (z,0)dz+2 | |u|l|fldzdt.  (8p)
Q

Q Cs

4. En begrinsad tredimensionell kropp 2 utsétts for en periodisk yttre paverkan
F(z,t) = a®f(z)e™*. Kroppens vibrationer beskrivs av vigekvationen

92 .
w = GZA' :F(:E,t).

(a) Om v = u(z) &r amplituden for Q:s vibrationer och frekvensen &r densamma
som i den yttre kraften, hirled en differentialekvation for u(z). (2p)

Forutsatt att du har riknat ritt, har du nu for u(z) fatt Helmholtz ekvation
Au+klu=—f i Q  (k antas vara positiv).

Uppgiften gir ut pa att visa en motsvarighet till medelvirdesegenskapen for 16s-
ningarna till Helmholtz homogena ekvation Au + k=1,



Antag att Q C R® &r ett (5ppet) omrade och 1at zo €  samt 1at u € C?({2) vara
en 16sning till Au + k?u = 0. Definiera

1
Tly) = :
() 472 Ug,{zg) e

(b) Visa att I satisfierar r21"(r) + 2rI'(r) + k*>r2I(r) = 0. (4p)
(c) Finn I(r). (Tips: Gor substitutionen ¥ = rI; bestdm konstanterna givet
definitionen for I.) (4p)

(d) Harled for 16sningen u en motsvarighet till harmoniska funktioners medelvirdes-
egenskap. (2p)

5(a). Ange variationsformuleringen for Dirichlets problem med homogena randvill-
kor for Laplaces operator for ett omrade i R* (R?). (2p)

(b) Formulera och bevisa Poincarés (Friedrichs) olikhet. (4p)

(c) Visa att H'- och H}-normerna dr ekvivalenta i H}(S2), dar Q ar ett begransat
omrade i R* (R?). (4p)

6. Formulera och bevisa en a priori feluppskattning i H'-norm fér FEM-lésningen.
(6p)



Jl
“THA 90
Z—OQW\AG?Q./"‘ /5/8 - ZooS

O % Al = V- &l = >/mag//:%tg
Zgw-xia{)

8% @‘7
‘i“ b 7+c, Mer  xel-C
503.1’# l i': >¢€

7:-><
‘L»tx—-: Me/7+uz y, 4,{7:M§><Q,A7
‘U%%:‘u -efl’? +QM -&74-4.,1

?2
Y = Mg xe:z”? v e)?+ g, %
f—] g, 7
77 MEX 6ﬂ7+ 'uzxéj
E@\/ o />‘=X(E7)-7=7/%’f7’)
-Qzu

: /é”z/& Chel e

_Q}/e%’u “Q%7‘Mi
X'%itg 4—%#0



/2
@ FLE :an ol /c':f@wm\j
(u(_xl nL) = ;f(x-#al) —+ ;(x-—cué) ) /ﬂ;é@'z
‘\Lﬂ) x>0 ﬂ(x) + g (x) =
A%f{(x) __%(()C) — )
= - x)- Ly =C
o et FOTIOE
x) = . [ ) = —C_ 5~ x>0
x—/O/-L>Oji:( :ﬁ(oil)?—t— cj,[—*aﬁ)ﬂ,%/uc#)
v+tad >0 % KI—L>O
= /ﬂ@c—ha}) = & 5 L Eadesales
() B x—abz20 [(dovs. x2af) .
(x —at) = = C
— (2/(,()([4) = O #f‘“ X —ad>0
@ S~ x—-—ad<O |

oh —x > O
4/‘()(14) = ﬁ(xat—&u()-k?[x ___CML)_;

P o
- U8 g ead) i)
— m =\ O #r’ x> at
]/u(l—%) {Ljr )Cdcz/‘
“Roblemet aesdiflecs 2w s—ﬂrnimc[ $orn

'\/a\l:r—era—f S .a. c:[ﬂ—%& i Q\V\CL v E//‘

o ey £



2 G Q—(“Or’/ —A// 7LF<:=ZZ~A @
/lo K@ﬁ e e & e
Ar LLQA‘\(‘»7L\JJ‘[€/M> /

2%y
O Qu dog — gzvu wdi = @ £4x
S 1@ Cudey Qlw Lo - g%fﬁ
T r‘tr—i:—- s AL Ya. /3_4[;1 O L -

?\.:l ( Q Lx S)CL« gfu (x, O)AJ)

R Ot deda

7Qutxg)c\* Qu(xo)cu)r
1 & gu £|C~L<cu-

.(0_) au(x,+) —(ucx)e, ot
Qu et
7= = wau(x)Q/

R ok
/.‘5 U (x4) = DU () - e,
A
e CQU()C) Q/A—" Q.A’u(x) Z‘d a:f/(x)%ﬂ
= A+ iy = e :f

N 2 2
10‘--;—% [ =@ .



- 7 - L ou s
L”’c_?,(o) Mg/ma/

- L= cdS =] gugg.uwj biloaka]

ﬁS{O)
Qg e, Lz, = SSS s dx =

S s
Lm- / B_ (xo)

S- ()G::)
wmmwséﬁ %@rwx@z/ e o v= [

~C

(c) G’I)z: r‘Il_-’HI

) Yff")—"- A coskr + PBew b
I — B Acosle +Bsn b
> I(r)- E

’&\m T(e) = A (xo) [ se @)

O

= A=0, ’E):"i“’bttmo) (&) M(m)—-&““l:/:[(VJ




