
TMA 690 Partiella di�erentialekvationer F3, 2002-01-15Telefonjour/rond: Erik Broman, tel. 0740-459022Hj�alpmedel: Beta oh CTH-typgodk�and kalkylator.============================================Som vanligt beteknar _u tidsderivata, u0 oh ru beteknar x-derivata resp. gra-dient m.a.p. x = (x1; ::; xd) av u(x; t), � = r � r beteknar Laplaeoperatorn,jjujj! beteknar L2-norm av u �over !, oh f �ar givna data.1. a) Redog�or f�or en l�amplig �nit element metod f�or problemet� _u� u00 = f f�or 0 < x < 1; t > 0;u = 0 f�or t = 0; u0(0; t) = u0(1; t) = 0 f�or t > 0:b) Skissera det f�orv�antade utseendet av u(x; 1) oh u(0; t) f�or f(x; t) = x. (10p)2. L�at u vara l�osningen till � ��u = f i 
��nu = ku p�a �; (1)d�ar 
 �ar ett omr�ade i Rd, med rand �, �nu = n � ru �ar riktningsderivatan av ui ut�atriktade enhetsnormalens riktning, oh k � 0 �ar en konstant.a) Visa att jjujj� ! 0 d�a k ! 1. Tips: multipliera med u, integrera, ohutnyttja olikheterna jjujj
 � C
(jjujj� + jjrujj
) (2)oh ab � 12a2 + 12b2.b) H�arled uppskattningen (2). Tips: Tag hj�alp av en (sn�all) funktion � s�adanatt �� = 1 oh utnyttja att jjujj2
 = R
 u2�� = ::. (10p)3. L�at 
 vara omr�adet i �gur, med given triangulering oh nodnummer, oh l�at
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U vara den stykvis linj�ara G1 l�osningen till problemet (1) i uppgift 2, medf = 1 oh k = 0 i den aktuella (fokuserade) delen av omr�adet.a) Vilket samband r�ader (givet av testfunktionen �2) mellan nodv�ardena U1,U2, U3, U4 oh U5?b) Vilket blir motsvarande samband om ekvationen �andras till ��u + (1; 0) �ru = 1 alternativt (v�alj ett av fallen!) �r � aru = 1 med a = 1 f�or x2 < 0 oha = 2 f�or x2 > 0? (10p)1



4. Funktionernaa) 14�jxj b) 1t3=2 e� jxj24t oh ) RR3 1t3=2 e� jx�yj24t v(y) dy�ar l�osningar till fundamentala di�erentialekvationsproblem. Vilka? Gl�om ej attange typ av omr�ade/rumsdimension, begynnelsevillkor oh randvillkor!d) En punktv�armek�alla med intensitet 1 per volymsenhet har verkat i origo i 3Dunder (myket) l�ang tid, utg�aende fr�an 0-temperatur �overallt. Ange en formelf�or den resulterande temperaturf�ordelningen i 3D-rummet.e) Utg�aende fr�an temperaturf�ordelningen i d) \sloknar" pl�otsligt v�armek�allanvid t = 0. Hur utveklas temperaturen i origo f�or t > 0. (10p)5. Betrakta u(x; t) = 12 Z t0 Z x+t�sx�t+s f(y; s) dy ds:Uppenbarligen g�aller u(x; 0) = 0.a) Visa att �aven _u(x; 0) = 0. Tips: se Beta avsnitt \Di�erential formulas".b) Visa att u l�oser v�agekvationen �u� u00 = f .) Skissera u(x; 1) f�or �3 � x � 3 om f = 1 f�or �1 < x < 1 oh f = 0 f�or�ovrigt. (10p)
Lyka till / K.E.

2



TMA 690 Partiella di�erentialekvationer F3, 2002-01-15, l�osningar============================================1. a) Se f�orel�asningsant eller bok. G1G1-ansatsen U(x; t) = Un�1(x) n�1(t)+Un(x) n(t) med Un(x) =PMj=0 Un;j�j(x) insatt i variationsformuleringen R 10 v0u0 =R 10 vf av problemet med testfunktionerna v = �i; i = 0; ::;M; resulterar i ekva-tionssystemet (M + k2S)Un = (M � k2S)Un�1 + kbn;d�ar k = tn�tn�1 �ar tidssteget, Un �ar nodv�ardesvektorn med element Un;j ,M �armassmatrisen med element R 10 �i�j , S styvhetsmatrisen med element R 10 �0i�0j ,oh bn �ar lastvektorn med element 1k R tntn�1 R 10 �if . Motsvarande f�or dG0 (�impliit Euler) tidsstegning ger(M + kS)Un =MUn�1 + kbn;b)
x t

u(x,1) u(0,t)

12. a) Multiplikation av ��u = f med u, integration �over 
, oh partiell in-tegration med utnyttjande av randvillkoret ��nu = ku, samt Cauhys olikhetoh olikheten ab � 12a2 + 12b2 gerjjrujj2
 + kjjujj2� = Z
ru � ru+ Z� u( =kuz }| {��nu) = Z
 u(��u) = Z
 uf� jjujj
 jjf jj
 � C
(jjujj� + jjrujj
) jjf jj = jjujj�C
jjf jj
 + jjujj
C
jjf jj
� 12 jjujj2� + 12 jjrujj2
 + C2
jjf jj2
Efter subtraktion av 12 jjujj2� + 12 jjrujj2
 fr�an b�ada led f�oljer att(k � 12)jjujj2� � 12 jjrujj2
 + (k � 12)jjujj2� � C2
jjf jj2
;vilket ger att jjujj� ! 0 d�a k !1, v.s.v.b) Enligt tips f�as med sn�all funktion � s�adan att �� = 1 attjjujj2
 = Z
 u2�� = Z� u2�n�� Z
 2uruz}|{ru2 �r�1



� C1jjujj2� + C2jjujj jjrujj � C1jjujj2� + 12 jjujj2
 + 12C22 jjrujj2
;dvs jjujj2
 � 2C1jjujj2� + C22 jjrujj2
 � C2(jjujj� + jjrujj
)2;d�ar C2 = max(2C1; C22 ), C1 = max�j�n�j, C2 = max
(2jr�j), v.s.v.3. a) Med U uttrykt i basfunktionerna �j ; j = 1; 2; 3; 4; 5; :: oh med test-funktion v = �2 i variationsformuleringen av problemet erh�alls sambandet� 12U1 + 2U2 � U3 � 12U4 = 12h2
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b) Med ekv �andrad till ��u+ (1; 0) � ru = 1 blir sambandet�12U1 + 2U2 � U3 � 12U4 � h3U2 + h3U3 � h6U4 + h6U5 = 12h2;oh med ekv. �andrad till �r � aru = f med a = 1 f�or x2 < 0 oh a = 2 f�orx2 > 0 blir det � 12U1 + 3U2 � 32U3 � U4 = 12h24. a) 14�jxj l�osning till ��u = Æ i R3 med randvillkor u! 0 d�a r = jxj ! 1.b) 1t3=2 e� jxj24t l�osning till _u � �u = 0 i x 2 R3; t > 0 med begynnelsevillkoru = Æ f�or t = 0 oh randvillkor som i a).) RR3 1t3=2 e� jx�yj24t v(y) dy �ar l�osning till samma problem som i b) men medbegynnelsev�ardet u = v f�or t = 0.d) L�osningen i a)e) L�osningen i d) med v = 14�jyj , dvsRR3 1t3=2 e� j0�yj24t 14�jyj dy = 1t3=2 4� R10 e� r24t 14�r r2 dr= fs = r24t g = 2t1=2 R10 e�s ds = 2 1pt :5. a) Tidsderivatan av u(x; t) = 12 R t0 R x+t�sx�t+s f(y; s) dy ds blir_u = 12 R x+t�tx�t+t f(y; t) dy + 12 R t0 f(x+ t� s; s)� f(x� t+ s; s)(�1)= 12 R t0 f(x+ t� s) + f(x� t+ s);2



dvs f�or t = 0 f�as _u(x; 0) = 0.b) Ytterligare en tidsderivering ger�u = f(x; t) + 12 Z t0 f 0(x+ t� s; s)� f 0(x� t+ s; s):Derivering m.a.p. x ger u0(x; t) = 12 R t0 f(x+ t� s; s)� f(x� t+ s; s) ohu00(x; t) = 12 Z t0 f 0(x + t� s; s)� f 0(x � t+ s; s);dvs �u� u00 = f , vilket skulle visas.)
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