TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2002-01-15
Telefonjour/rond: Erik Broman, tel. 0740-459022
Hjalpmedel: Beta och CTH-typgodkénd kalkylator.

Som vanligt betecknar v tidsderivata, u’ och Vu betecknar z-derivata resp. gra-
dient m.a.p. ¢ = (z1,..,24) av u(x,t), A = V - V betecknar Laplaceoperatorn,
||ul|w betecknar Lo-norm av u dver w, och f &r givna data.

1. a) Redogor for en lamplig finit element metod fér problemet

ut—u"=f forO<z<1,t>0,
u=0 fort=0, d'(0,t)=u'(1,t)=0 fort>0.

b) Skissera det forvintade utseendet av u(z,1) och u(0,t) for f(z,t) = z. (10p)

2. Lat u vara l6sningen till

—Au=f 1Q
{ —Opu=ku pal, (1)

diir Q dr ett omrade i R?, med rand I, ,,u = n - Vu ér riktningsderivatan av u
i utatriktade enhetsnormalens riktning, och k£ > 0 &r en konstant.
a) Visa att ||ullr — 0 d& k — oo. Tips: multiplicera med wu, integrera, och
utnyttja olikheterna

lulle < Calllullr + [[Vulla) (2)
och ab < $a? + 1b%.
b) Hérled uppskattningen (2). Tips: Tag hjilp av en (snéll) funktion ¢ sadan
att Ag =1 och utnyttja att [|ul|g = [, u?Ad = ... (10p)

3. Lat Q vara omradet i figur, med given triangulering och nodnummer, och lat

X2

-~ ]

U vara den styckvis linjidra cG1 16sningen till problemet (1) i uppgift 2, med
f=1och k=01iden aktuella (fokuserade) delen av omradet.

a) Vilket samband rader (givet av testfunktionen ¢-) mellan nodvérdena Uy,
UQ, U3, U4 och U5?

b) Vilket blir motsvarande samband om ekvationen &ndras till —Aw + (1,0) -
Vu =1 alternativt (vilj ett av fallen!) —V-aVu =1 med a =1 for z; < 0 och
a =2 for x2 > 0?7 (10p)



4. Funktionerna

_l=? l2—yl®

a) Gy D) mmeT ™ och ) [pugme ® u(y)dy

ar losningar till fundamentala differentialekvationsproblem. Vilka? Glém ej att
ange typ av omrade/rumsdimension, begynnelsevillkor och randvillkor!
d) En punktvirmekilla med intensitet 1 per volymsenhet har verkat i origo i 3D
under (mycket) lang tid, utgaende fran O-temperatur Gverallt. Ange en formel
for den resulterande temperaturfordelningen i 3D-rummet.
e) Utgaende fran temperaturfordelningen i d) “slocknar” plétsligt virmekéllan
vid ¢ = 0. Hur utvecklas temperaturen i origo for ¢ > 0. (10p)

5. Betrakta
r+t—s
/ / s)dy ds.
r—t+s
Uppenbarligen géller u(z,0) = 0.

a) Visa att dven u(x,0) = 0. Tips: se Beta avsnitt “Differential formulas”.
b) Visa att u l6ser vagekvationen 4 — u" = f.

c) Skissera u(x,1) for —3 < oz <3 om f =1for -1 <z < 1och f =0 f6r
ovrigt. (10p)

Lycka till / K.E.
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1. a) Se forelasningsant eller bok. ¢cGlcGl-ansatsen U(z,t) = Up—1(x)tp—1(t)+
Uy ()t (t) med Uy, (x) = Zj]\io Un,;¢; (x) insatt i variationsformuleringen fol v =

fol vf av problemet med testfunktionerna v = ¢;,i = 0, .., M, resulterar i ekva-
tionssystemet

(M + §S)Un = (M - SS)Un,l + kb,

dér k = t, —t,—1 r tidssteget, Uy, &r nodvérdesvektorn med element U,, ;, M &r
massmatrisen med element fol ¢i¢;, S styvhetsmatrisen med element fol bi 0%
och b, #r lastvektorn med element + fttn"il fol ¢;f. Motsvarande for dGO (=
implicit Euler) tidsstegning ger

(M + kS)Uy,, = MUp—1 + kb,

u(x,1) u(o,t)

2. a) Multiplikation av —Au = f med u, integration 6ver (2, och partiell in-
tegration med utnyttjande av randvillkoret —0,u = ku, samt Cauchys olikhet
och olikheten ab < 1a? 4+ £b% ger

=ku

—
||Vu||?2+k||u||1%:/Vu-Vu—}—/u(—anu):/u(—Au):/uf
Q r Q Q
<lulle [Iflle < Calllulle + [[Vulle) [ £1] = [lullrCellflle + l|ulleCall flle
1 1
< —IIUII%+§||VUI|?2+C§||f||?z

Efter subtraktion av $||ul[} + £||Vu||3 frén bada led foljer att
k— 1 2 < 1 \v4 2 k— 1 2 < 02 2
(k = Dy < SVullg + (k= Hulli < Collflla,

vilket ger att ||ullr — 0 d& k& — oo, v.s.v.
b) Enligt tips fas med snéll funktion ¢ sadan att A¢ =1 att

2uVu

=
||u||a:/u2A¢:/u26n¢—/ Vu? -V
Q T Q



. . 1 . 1 . .
< Cullullt + Collul | Vull < Cillullf + Sllullé + 5C3 1 Vulls,
dvs
lull, < 2G1[[ullf + C3IVully, < C*([ulle +[Vulle)?,
dir C? = max(2C4,C%), C1 = maxp|0,9¢|, C2 = maxq(2|Ve|), v.s.v.

3. a) Med U uttryckt i basfunktionerna ¢;, j = 1,2,3,4,5,.. och med test-
funktion v = ¢» 1 variationsformuleringen av problemet erhalls sambandet
—%Ul +2Us — Us — %U4 = %hz

-~ ]

b) Med ekv &ndrad till —Awu + (1,0) - Vu = 1 blir sambandet

1 1 h h h h 1
- Wy —Us — Uy — — Uy — — “Us = —h?
2U1+ U, Us 2U4 3U2+3U3 6U4+6U5 2h,
och med ekv. dndrad till =V :-aVu = f med a = 1 for z2 < 0 och a = 2 for

) > 0 bllr det —lUl + 3U2 — §Uvg — U4 = lh2

4. a) 4ﬂ|x

b) e~ Tosning till  — Au = 0i & € R®, ¢ > 0 med begynnelsevillkor

1
3/
5 for t = 0 och randvillkor som i a).

oeyl2
) Sps We_%v(y) dy &r 16sning till samma problem som i b) men med

begynnelsevirdet v = v f6r ¢t = 0.
d) Losningen i a)

 16sning till —Au =0 i R? med randvillkor u — 0 d& r = |z| — oo.

.. . 1
e) Losningen i d) med v = T dvs
Jrs = gt dy = dm [ e - Lr2dp
R3 13/2 4,T|y| Y= t3/2 0 Inr

={s :4t}_t1/2f0 e % ds _2\}5.

5. a) Tidsderivatan av u(z,t) = 3 [3 f;ti: y, s) dy ds blir

a=1 [T f 0 dy+ 5 [y fo+t—s,s) — flz—t+s,8)(-1)

=L f@t+t—s)+flz—t+s),



dvs for ¢t = 0 fas u(z,0) = 0.
b) Ytterligare en tidsderivering ger

1t
ﬂ:f(a:,t)—}—ﬁ/ flx+t—s,5)— fl(x—t+s,s).
0
Derivering m.a.p. « ger u'(z,t) = %fot fle+t—s,s)— f(x —t+s,s) och

t
W =g [ flart-sn-fla—tess)

dvs @i — u" = f, vilket skulle visas.

c)

u(x,1)




