TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2001-10-26
Telefonjour/rond: Richards Grzibovski, tel. 0740-459022
Hjalpmedel: Beta och CTH-typgodkénd kalkylator.

1. a) Hirled en l6sning u till ekvationen —Au = ¢ i R?, dér 6(z) = lim._,0 6.(z),

S for |z <e
— 4d7ed
Oc(x) = { 0 for |z| >e.

b) Visa hur 16sningen i a) kan utnyttjas till att 16sa —Au = f for godtycklig
funktion f.

¢) Lat f vara funktionen som &r = 2= i {z : |z| < 1} och = 0 for dvrigt, och
berdkna l6sningen u(z) enligt b) i nagon (valfri) punkt i rummet, alternativt,
undersck huruvida 16sningen i a) multiplicerad med e~ !*l ger en 16sning till

ekvationen —Au + u = 4. (10p)

2. Formulera en rand-elementmetod f6r (approximativ) l6sning av problemet
—Au=0 iQ, wu=g pa 09,

dir Q &r ett begriinsat omrade i R®, och 9 dr randen till Q2. (10p)

3. a) Formulera cG1 metoden for tidsdiskretisering av ¢ + au = f fér ¢t > 0,
med givet begynnelsevillkor u(0) = up.

b) Vilket numeriskt problem kan uppsta om a ar stort i forhallande till tidssteget.
¢) Vad menas med residualfelet och hur figurerar detta i en a posteriori felupp-
skattning fér metoden.

d) Skissera huvuddragen i hirledningen av en sadan uppskattning.

e) Spelar tecknet pa a nagon roll i sammanhanget, t.ex. for (dual)problemets
stabilitetsegenskaper? (10p)

4. a) Betrakta “Schrodingerekvationen”
it—Au=0 1iQ, uw=0 pa 09,

dir i = v/—1 och u = u; + ius. Visa (genom att multiplicera med @ =
u1 — i uy och betrakta imagindrdelarna) att kvantiteten [, lu|* (dvs “totalsan-
nolikheten”) &r tidsoberoende.

b) Betrakta motsvarande “egenvirdesproblem”, dvs att hitta tal A och motsvarande
16sningar u # 0 sadana att

—Au=Mu iQ, uwu=0 pa o0

Visa att sdidana A\ maste vara > 0, och ange sambandet mellan ||u|| och ||[Vu]|
fér motsvarande egenfunktioner u.

Vilket &r det minsta vérde pa konstanten C' for vilken olikheten ||u|] < C'||Vu||
kan ténkas gélla for alla funktioner u sadana att v = 0 pa 02, uttryckt i minsta
egenvardet A;? (10p)

Var god vénd !



5. Betrakta problemet
W"=f-u for0<z<1, wu(0)=0,u(l)=0,x"(0)=0,u"(1)=0.

a) Ge en fysikalisk tolkning av ekvation och randvillkor, med ledning av figuren.
b) Formulera en ¢G1 finit elementmetod for problemet, utgaende fran foljande

f

ekvivalenta system av ekvationer:

u' —v=0
{ v +u=f.
Ange speciellt hur nodvérdesvektorn U kan beréknas fran lastvektorn F' ut-
tryckt i tillhérande styvhets- och massmatriser.
c¢) Hérled en stabilitetsuppskattning for l6sningen u och v (alternativt motsvarande
diskreta l6sning U och V) i termer av f. Tips: Multiplicera ekvationerna med v

resp. u. Uppskattningen ||v|| < C'||[v'|| som i uppgift 4, kan ocksa bli anvéndbar.
(10p)

Lycka till / K.E.
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1. a) Réknar i poléra koordinater med r = |z|, och soker 16sning v = u(r) sadan
att Au=r"2(r?u') = -4, dvs

3 3 -
r2u' = /7“2(—(56) = { _W% +Cl fOI'T <e

Cy for r > e.

Inséttning av r = 0 ger Cy = 0, varefter kontinuitet for r = € ger Cy = _E
Division med r? och ny integration ger

u(r) = { '4'ﬂ,7,(+03) for r > e.

Dé € — 0 erhélls u(r) = &1, dvs u(z) = %%
b) Losning ges av u(z) = ng 47r‘z1 y‘f(y) Y.
¢) Berdknar u(z) i = (0,0, R) for R > 1 (ldttast integral fas med R = 0) med

hjilp av rymdpolira koordinater r(cos(¢)cos

/\

v),sin(¢)sin(v), cos(v)):

11
u(@) = f\y\<1 i \z Yl 47Tdy
1
=~ ar

= 1 r?sin(v) d¢ dv dr

))2+r2sin® (v)

o 5 0 e

r Sln(v)
Wfo fO v/ R2—2RrCOS(v)+r2

LIVR? - 2chos( ) + 2= dr

dv dr

|
|®g|c> :ﬂ"‘
:g|»—l% =1

= 167 f 2r’dr = 5.
¢) Sétter u = e~ "= och beréiknar
Au =71~ (T2u')’ =r2(r(—e T —e T 23))
=r2Lt(—eTr—e") =r?2Lter=u,

dvs —Au+u =0 6r r > 0 v.s.v. For att visa att —Au + u = § noterar vi att
—Autu=—-Ap— - A(e”’ )= +e " 17r =..

2. Enligt uppgift 1 ger u(x fr 4ﬂz y‘dy en 10sning till Ay = 01 Q.
Soker darfor ¢ sa att dven randv1llk0ret u = g uppfylls, dvs

/F‘l&(y)#dy =g(z) forxel.

dr|z — y|

Infér rand-element, dvs delar in I' i disjunkta element K; sadana att I' = Uj%,; Kj,
och ansétter (apprommatlv 16sning) ¢(y) = >, ¢:Pi(y) dér ®;(y) = 1 pa ele-
ment K; och = 0 for 6vrigt. For att bestdmma lampliga koefficienter ¢; anvénds

(t.ex.)
1 o
[ [ owgpgtte= [ g i=1.m



vilket ger m ekvationer for berdkning av koefficienterna ¢, .., ¢, 1 ¢(y), som i
sin tur ger u(z).

3. a)-d) Se forelasningsanteckningarna.

e) Ja, a < 0 ger exponentiell tillvixt i problemet, savil det givna som dualprob-
lemet. Speciellt blir stabilitetskonstanten fOT |®| i a posteriori feluppskattningen
stor f6r stora T

4. a) Integration 6ver Q av givna ekvationen i 4 — Au = 0 multiplicerad med @
samt partiell integration ger

Oz/mu—/ﬂAu:/z(ulul +UZ’I)/2)+U21.11—’U111)/2+V17/'VU,
Q Q Q

med imaginirdel

/ "+ 10 / 22
wiy +usty = == [ ui +u3,
Q ! 272 20t Q 1 2
som alltsa maste vara = 0, dvs [, [u|? &r tidsoberoende, v.s.v.

b) Multiplikation av egenvardesekvationen —Au = Au med u, integration dver
2, och partiell integration ger

)\/u2:/u(—Au):/ |Vul?,

Q Q Q

—— ——
>0 >0

dvs A > 0 (med stréng olikhet f6r u # 0) och ||u|| = %HVUH, dvs konstanten
C i olikheten |u|| < C||Vu||, gillande f6r alla v sddana att w = 0 pa I', kan
inte vara mindre an ﬁ dar A\; > 0 ar det minsta egenvardet. I sjalva verket
giller olikheten ||u|| < \/%—1||Vu|| for alla u sddana att u = 0 pa I', eftersom

u kan uttryckas i egenfunktionerna och dessa &r parvis ortogonala, bade “utan
och med gradienter”, dvs [, usu; = 0 och [, Vu;-Vu; =0 for i # j, men detta
ingick inte i uppgiften.

5. a) Fysikaliska tolkning:

mn

" =f—-u for0<z<1l, u(0)=0,u(l)=0,u"(0)=0,u"(1)=0.
modellerar en balk med vertikal forskjutning u = u(x) p.g.a. en vertikal last f =

f(z), delvis balanserad av en “aterhallande” kraft u. Balken dr (momentfritt
u" = 0) forankrad med v = 0 f6r z = 0 och z = 1.

f




b) Multiplikation av de tva ekvationerna i systemet med testfunktioner ¢ och
¥, med ¢ = =0 for z = 0 och x = 1, ger efter partiell integration

it~ =0

Jo (0" +4pu) = [y o f.
Indelar [0,1] i element I; = [z;_1,%;], z; = j/(m + 1), och ansétter styckvis
linjéra approximativa losningar U (z) = 37" U;¢;(x) och V(z) = 37| V;¢;(2),
dér ¢;(x) dr de vanliga hatt-bas funktionerna, och soker nodvirden U; och V;
sadana att

fol(_QZ%UI - ¢lv) = 07 i = ]-7 -y 1M
fol(_¢;V,+¢ZU) = fol ¢f7 = ]-;"7m'
Detta ger 2m ekvationer for de 2m sokta nodvirdena U = [U; ..U,,]" och V =
[Vi..V] T, vilket kan skrivas pd matrisform som
_SU -~ MV =0,
—SV + MU =F,
dér S och M #r de vanliga styvhets och massmatriserna med element 2/h re-
spektive 2h/3 pa diagonalerna, —1/h resp. h/6 pa sub och superdiagonalerna,

och nollor fér 6vrigt, och F' ar lastvektorn med element fol oif.
Forsta ekvationen ger V = —M ~1SU vilket insatt i den andra ger (SM 1S +
MU =F,dvs U = (SM~1S+ M)~'F.

¢) Multiplicerar forsta ekvationen med —v och den andra med wu, adderar de
tva, integrerar, och integrerar partiellt. Detta ger

1 ‘ 1
/ uz-l-vzz/ uf,
0 0

1
[l [ + [[o]l* :/0 wf < lullI £,

varifran foljer att ||u|| < ||f||, och ddrmed att ||v]| < ||f]|-
Alternativt kan forsta ekvationen multipliceras med —u och den andra med —w,
adderas, integreras, och integreras partiellt, vilket ger

/0(u> + W) =/0 (=o)f < Il < I 1AL

varav foljer att ||v'|| < ||f]| och sedan ||u'|| < || f]]-

dvs

(Med dessa grundlédggande stabilitetsuppskattningar givna kan man sedan anvénda
ekvationerna till att uppskatta t, som t.ex. momentet v = u'":

[u”[] = [loll < lIF1I,
och v":
10"l = 11f = ull < 1A+ lull < 20171,
om man sa vill.)



