
TMA 690 Partiella di�erentialekvationer F3, 2001-10-26Telefonjour/rond: Ri
hards Grzibovski, tel. 0740-459022Hj�alpmedel: Beta o
h CTH-typgodk�and kalkylator.============================================1. a) H�arled en l�osning u till ekvationen ��u = Æ i R3, d�ar Æ(x) = lim�!0 Æ�(x),Æ�(x) = � 34��3 f�or jxj < �0 f�or jxj > �:b) Visa hur l�osningen i a) kan utnyttjas till att l�osa ��u = f f�or godty
kligfunktion f .
) L�at f vara funktionen som �ar = 34� i fx : jxj < 1g o
h = 0 f�or �ovrigt, o
hber�akna l�osningen u(x) enligt b) i n�agon (valfri) punkt i rummet, alternativt,unders�ok huruvida l�osningen i a) multipli
erad med e�jxj ger en l�osning tillekvationen ��u+ u = Æ. (10p)2. Formulera en rand-elementmetod f�or (approximativ) l�osning av problemet��u = 0 i 
; u = g p�a �
;d�ar 
 �ar ett begr�ansat omr�ade i R3, o
h �
 �ar randen till 
. (10p)3. a) Formulera 
G1 metoden f�or tidsdiskretisering av _u + a u = f f�or t > 0,med givet begynnelsevillkor u(0) = u0.b) Vilket numeriskt problem kan uppst�a om a �ar stort i f�orh�allande till tidssteget.
) Vad menas med residualfelet o
h hur �gurerar detta i en a posteriori felupp-skattning f�or metoden.d) Skissera huvuddragen i h�arledningen av en s�adan uppskattning.e) Spelar te
knet p�a a n�agon roll i sammanhanget, t.ex. f�or (dual)problemetsstabilitetsegenskaper? (10p)4. a) Betrakta \S
hr�odingerekvationen"i _u��u = 0 i 
; u = 0 p�a �
;d�ar i = p�1 o
h u = u1 + i u2. Visa (genom att multipli
era med �u =u1 � i u2 o
h betrakta imagin�ardelarna) att kvantiteten R
 juj2 (dvs \totalsan-nolikheten") �ar tidsoberoende.b) Betrakta motsvarande \egenv�ardesproblem", dvs att hitta tal � o
h motsvarandel�osningar u 6= 0 s�adana att��u = �u i 
; u = 0 p�a �
:Visa att s�adana � m�aste vara > 0, o
h ange sambandet mellan jjujj o
h jjrujjf�or motsvarande egenfunktioner u.Vilket �ar det minsta v�arde p�a konstanten C f�or vilken olikheten jjujj � C jjrujjkan t�ankas g�alla f�or alla funktioner u s�adana att u = 0 p�a �
, uttry
kt i minstaegenv�ardet �1? (10p)Var god v�and ! 1



5. Betrakta problemetu0000 = f � u f�or 0 < x < 1; u(0) = 0; u(1) = 0; u00(0) = 0; u00(1) = 0:a) Ge en fysikalisk tolkning av ekvation o
h randvillkor, med ledning av �guren.b) Formulera en 
G1 �nit elementmetod f�or problemet, utg�aende fr�an f�oljande
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ekvivalenta system av ekvationer:� u00 � v = 0v00 + u = f:Ange spe
iellt hur nodv�ardesvektorn U kan ber�aknas fr�an lastvektorn F ut-try
kt i tillh�orande styvhets- o
h massmatriser.
) H�arled en stabilitetsuppskattning f�or l�osningen u o
h v (alternativt motsvarandediskreta l�osning U o
h V ) i termer av f . Tips: Multipli
era ekvationerna med vresp. u. Uppskattningen jjvjj � C jjv0jj som i uppgift 4, kan o
ks�a bli anv�andbar.(10p)
Ly
ka till / K.E.
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TMA 690 Partiella di�erentialekvationer F3, 2001-10-26============================================1. a) R�aknar i pol�ara koordinater med r = jxj, o
h s�oker l�osning u = u(r) s�adanatt �u = r�2(r2u0)0 = �Æ�, dvsr2u0 = Z r2(�Æ�) = � � 34��3 r33 + C1 f�or r < �C2 f�or r > �:Ins�attning av r = 0 ger C1 = 0, varefter kontinuitet f�or r = � ger C2 = � 14� .Division med r2 o
h ny integration geru(r) = � ::14� 1r (+C3) f�or r > �:D�a �! 0 erh�alls u(r) = 14� 1r , dvs u(x) = 14� 1jxj .b) L�osning ges av u(x) = RR3 14�jx�yjf(y)dy.
) Ber�aknar u(x) i x = (0; 0; R) f�or R > 1 (l�attast integral f�as med R = 0) medhj�alp av rymdpol�ara koordinater r(
os(�)
os(v); sin(�)sin(v); 
os(v)):u(x) = Rjyj<1 14� 1jx�yj 34�dy= 14� 34� R 10 R �0 R 2�0 1p(R�r
os(v))2+r2sin2(v)r2sin(v) d� dv dr= 14� 34�2� R 10 R �0 r2sin(v)pR2�2Rr
os(v)+r2 dv dr= 616� R 10 rR [pR2 � 2Rr
os(v) + r2℄v=�v=0dr= 616� 1R R 10 2r2 dr = 14�R :
) S�atter u = e�r 14�r o
h ber�aknar�u = r�2(r2u0)0 = r�2(r2(�e�r 14�r � e�r 14�r2 ))0= r�2 14� (�e�rr � e�r)0 = r�2 14� e�rr = u;dvs ��u+ u = 0 f�or r > 0 v.s.v. F�or att visa att ��u+ u = Æ noterar vi att��u+ u = �� 14�r ��(e�r � 1) 14�r + e�r 14� = :::.2. Enligt uppgift 1 ger u(x) = R� �(y) 14�jx�yjdy en l�osning till �u = 0 i 
.S�oker d�arf�or � s�a att �aven randvillkoret u = g uppfylls, dvsZ� �(y) 14�jx � yjdy = g(x) f�or x 2 �:Inf�or rand-element, dvs delar in � i disjunkta elementKi s�adana att � = [mi=1Ki,o
h ans�atter (approximativ l�osning) �(y) = Pi �i�i(y) d�ar �i(y) = 1 p�a ele-mentKi o
h = 0 f�or �ovrigt. F�or att best�amma l�ampliga koeÆ
ienter �i anv�ands(t.ex.) ZKj Z� �(y) 14�jx � yjdy dx = ZKj g(x)dx; j = 1; ::;m;1



vilket ger m ekvationer f�or ber�akning av koeÆ
ienterna �1; ::; �m i �(y), som isin tur ger u(x).3. a)-d) Se f�orel�asningsante
kningarna.e) Ja, a < 0 ger exponentiell tillv�axt i problemet, s�av�al det givna som dualprob-lemet. Spe
iellt blir stabilitetskonstanten R T0 j _�j i a posteriori feluppskattningenstor f�or stora T .4. a) Integration �over 
 av givna ekvationen i _u��u = 0 multipli
erad med �usamt partiell integration ger0 = Z
 �ui _u� Z
 �u�u = Z
 i(u1 _u1 + u2 _u2) + u2 _u1 � u1 _u2 +r�u � ru;med imagin�ardel Z
 u _u1 + u2 _u2 = 12 ��t Z
 u21 + u22;som allts�a m�aste vara = 0, dvs R
 juj2 �ar tidsoberoende, v.s.v.b) Multiplikation av egenv�ardesekvationen ��u = �u med u, integration �over
, o
h partiell integration ger� Z
 u2| {z }�0 = Z
 u(��u) = Z
 jruj2| {z }�0 ;dvs � � 0 (med str�ang olikhet f�or u 6= 0) o
h jjujj = 1p� jjrujj, dvs konstantenC i olikheten jjujj � Cjjrujj, g�allande f�or alla u s�adana att u = 0 p�a �, kaninte vara mindre �an 1p�1 d�ar �1 > 0 �ar det minsta egenv�ardet. I sj�alva verketg�aller olikheten jjujj � 1p�1 jjrujj f�or alla u s�adana att u = 0 p�a �, eftersomu kan uttry
kas i egenfunktionerna o
h dessa �ar parvis ortogonala, b�ade \utano
h med gradienter", dvs R
 uiuj = 0 o
h R
rui �ruj = 0 f�or i 6= j, men dettaingi
k inte i uppgiften.5. a) Fysikaliska tolkning:u0000 = f � u f�or 0 < x < 1; u(0) = 0; u(1) = 0; u00(0) = 0; u00(1) = 0:modellerar en balk med vertikal f�orskjutning u = u(x) p.g.a. en vertikal last f =f(x), delvis balanserad av en \�aterh�allande" kraft u. Balken �ar (momentfrittu00 = 0) f�orankrad med u = 0 f�or x = 0 o
h x = 1.
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b) Multiplikation av de tv�a ekvationerna i systemet med testfunktioner � o
h , med � =  = 0 f�or x = 0 o
h x = 1, ger efter partiell integration( R 10 (��0u0 � �v) = 0R 10 (� 0v0 +  u) = R 10  f:Indelar [0; 1℄ i element Ij = [xj�1; xj ℄, xj = j=(m + 1), o
h ans�atter sty
kvislinj�ara approximativa l�osningarU(x) =Pmj=1 Uj�j(x) o
h V (x) =Pmj=1 Vj�j(x),d�ar �j(x) �ar de vanliga hatt-bas funktionerna, o
h s�oker nodv�arden Uj o
h Vjs�adana att ( R 10 (��0iU 0 � �iV ) = 0; i = 1; ::;mR 10 (��0iV 0 + �iU) = R 10  f; i = 1; ::;m:Detta ger 2m ekvationer f�or de 2m s�okta nodv�ardena U = [U1 ::Um℄> o
h V =[V1 ::Vm℄>, vilket kan skrivas p�a matrisform som� �SU �MV = 0;�SV +MU = F;d�ar S o
h M �ar de vanliga styvhets o
h massmatriserna med element 2=h re-spektive 2h=3 p�a diagonalerna, �1=h resp. h=6 p�a sub o
h superdiagonalerna,o
h nollor f�or �ovrigt, o
h F �ar lastvektorn med element R 10 �if .F�orsta ekvationen ger V = �M�1SU vilket insatt i den andra ger (SM�1S +M)U = F , dvs U = (SM�1S +M)�1F .
) Multipli
erar f�orsta ekvationen med �v o
h den andra med u, adderar detv�a , integrerar, o
h integrerar partiellt. Detta gerZ 10 u2 + v2 = Z 10 uf;dvs jjujj2 + jjvjj2 = Z 10 u f � jjujj jjf jj;varifr�an f�oljer att jjujj � jjf jj, o
h d�armed att jjvjj � jjf jj.Alternativt kan f�orsta ekvationen multipli
eras med �u o
h den andra med �v,adderas, integreras, o
h integreras partiellt, vilket gerZ 10 (u0)2 + (v0)2 = Z 10 (�v)f � jjvjj jjf jj � jjv0jj jjf jj;varav f�oljer att jjv0jj � jjf jj o
h sedan jju0jj � jjf jj.(Med dessa grundl�aggande stabilitetsuppskattningar givna kan man sedan anv�andaekvationerna till att uppskatta t, som t.ex. momentet v = u00:jju00jj = jjvjj � jjf jj;o
h v00: jjv00jj = jjf � ujj � jjf jj+ jjujj � 2jjf jj;om man s�a vill.) 3


