
TMA 690 Partiella di�erentialekvationer F, 2000-01-12Hj�alpmedel: Beta och typgodk�and kalkylator.Telefonjour/rond: Anders Logg, ankn. 0740-459022.==========================================Som vanligt betecknar _u derivatan av u = u(t), och kukX betecknar L2normen av u �over aktuellt omr�ade X. Lycka till!!1. Betrakta begynnelsev�ardesproblemet_u+ au = f f�or t > 0; u(0) = u0;d�ar a(t), f(t) och u0 �ar givna data, och d�ar vi s�oker u = u(t).a) Visa att om a(t) � a0 f�or n�agon konstant a0, s�a g�allerju(t)j � e�a0t(ju0j+ Z t0 ea0sjf(s)j ds):Tips: Visa med hj�alp av identiteten _uu = juj ddt juj att ddt juj+ a0juj � jf j, ochta sedan hj�alp av en integrerande faktor.b) Formulera cG1-metoden f�or problemet, samt visa att villkoret 12a0k > �1,d�ar k �ar tidssteget, garanterar att metoden inte bryter samman (leder tilldivision med noll).2. Betrakta problemet��u+ u = f i 
; n � ru = g p�a �; (1)d�ar 
 �ar ett givet omr�ade i Rd med rand �, n �ar enhetsnormalen till � riktadut fr�an 
, f och g �ar givna data, och � �ar Laplace operatorn.a) Visa att kruk2
 + kuk2
 � C(kfk2
 + kgk2�)f�or n�agon konstant C.Tips: Utnyttja bl.a. att kuk� � C
(kruk
 + kuk
) f�or n�agon konstant C
.b) Formulera en �nit element metod f�or (1) samt st�all upp det resulterandeekvationssystemet i fallet med en rumsdimension med 
 = [0; 1], f(x) = 1och g(0) = 7, g(1) = 0.3. a) H�arled en feluppskattning f�or metoden i 2 b) uttryckt i elementstor-leken h och l�osningens andraderivata, alternativt den ber�aknade l�osningensresidual. 1



b) H�arled en uppskattning f�or u's andraderivata uttryckt i givna data f ochg. Under vilken f�oruts�attning g�aller en motsvarande uppskattning f�or u'sandraderivator i h�ogre dimension, dvs f�or d = 2; 3.4. a) H�arled (grova) uppskattningar f�or antalet r�akneoperationer som kr�avsf�or l�osning av det resulterande �nita element ekvationsystemet f�or problemet(1) i fallet d = 2 resp d = 3 uttryckt i elementstorleken h om systemet l�osesmed vanlig (Gauss) elimination.b) Redog�or kort f�or id�erna bakom, principerna f�or, och f�ordelarna med enmultigrid metod.5. Veri�era att g(x) = 14� ejxjjxj f�or d = 3 (dvs x = (x1; x2; x3)) satis�erar��g + g = �(x), d�ar � �ar Diracs delta funktion, och att f�oljaktligen u(x) =R
 g(x; y) f(y) dy ger en l�osning till di�erentialekvationen i (1) (bortsett fr�anrandvillkoret, vilket vi h�ar ser som en annan historia). Tips: Veri�era f�orstatt ��g + g = 0 f�or x 6= 0. R�akna med rumspol�ara koordinater. Veri�erasedan attZR3 rg � rv + gv = lim�!0 Zjxj>�rg � rv + gv = fvia partiell integrationg= v(0) = ZR3 �v;vilket ju �ar den givna ekvationen i variationsform.
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TMA 690 Partiella di�erentialekvationer F, 2000-01-12L�osningar==========================================1. Multiplikation av ekvationen med u ger_uu+ au2 = fu;varav juj ddt juj+ a0juj2 � jf jjuj;dvs ddt juj + a0juj � jf j. Multiplikation med integrerande faktorn ea0t gerddt(ea0tjuj) � ea0tjf j, vilket integrerat blir ea0tju(t)j � ju0j � R t0 ea0sjf(s)jds,vilket ger den s�okta olikheten.cG1 metoden: Ans�atter p�a tidsintervallet In = [tn; tn+1] l�osning U(t) =Un(tn+1 � t)=k + Un+1(t� tn)=k. S�oker Un+1 s�a attZIn _U + aU = ZIn fdvs Un+1(1 + k ZIn a(t� tn)dt) = Un � kUn ZIn a(t)(tn+1 � t)dt + ZIn f dtDivision med 1 + k RIn a(t � tn)dt, som �ar > 0 enligt antagandet, ger Un+1utan problem!2. a) Multiplikation av ekvationen med u ger efter partiell integrationZ
ru � ru+ uu� Z� n � ru u = Z
 fudvs kruk2 + kuk2 = Z
 fu+ Z� gu � kfk kuk+ kgk�C
(kruk+ kuk)d�ar k � k = k � k
 och d�ar vi utnyttjat olikheten kuk � C
(kruk + kuk).Genom att nu utnyttja olikheten ab � a2 + 14b2 erh�allskruk2 + kuk2 � kfk2 + 14kuk2 + Ckgk2� + 14kruk2 + 14kuk21



varav den s�okta olikheten f�oljer.b) Ans�atter U(x) = PUj�j(x) vilket ins�attes p�a u's plats i variationsformu-leringen Z
ru � rv + uv = Z
 fv + Z� gvmed v = �i vilket gerNXj=1Uj Z
r�j � r�i + �j�i = Z
 f�i + Z� g�i i = 1; ::; N:dvs AU = b d�ar U = (U1; ::; UN)>, b = (bi) med elementbi = h; i = 2; ::; N � 1; b(N) = h=2; b(1) = h=2 + 7;och A = (aij) med elementaij = �1=h+h=6; f�or i = j+1 och i = j�1aij = 2=h+2h=3; f�or i = j; i = 2; ::; N�1; aij = 1=h+h=3; f�or i = j = 1 och i = j = Naij = 0 f�or �ovrigt:3. a) Felekvationen R
re � rv + ev = 0, f�or elementfunktioner v, gerkrek2+kek2 = Z
re�r(u�v)+e(u�v) � 12krek2+12ku�vk+12kek2+12ku�vk2;dvs krek2 + kek2 � kr(u� v)k2 + ku� vk2 � Ckhu00k2;om v �ar l�amplig interpolant av u.b) Ekvationen ger ku00k = ku � fk � kfk + kuk � C(kfk + kgk�), d�ar vi isista ledet anv�ant uppskattningen i 2a.I h�ogre dimension erh�alls analogt k�uk � C(kfk + kgk�). Enskilda andraderivator av u kan sedan uppskattas med �u om 
 �ar konvext.4. a) Styvhetsmatrisen A har bandbredd n = 1=h f�or d = 2 och n = 1=h2f�or d = 3. Antalet r�akneoperationer som kr�avs f�or Gausselimination �ar Nn2,d�ar N = 1=h2 resp N = 1=h3 �ar antalet obekanta. Dvs antalet operationerblir 1=h4 f�or d = 2 och 1=h7 f�or d = 3, d�ar vi t�ankt oss att omr�adet ifr�aga �arenhetskuben.b) Se f�orel�sningsanteckningarna 2



5. Veri�erar f�orst att ��g + g = 0 f�or jxj > 0. Ekvationen ��g + g = �multipliceras med testfunktion v s�adan att v ! 0 d�a jxj ! 1, och integreras�over R3: Efter partiell integration erh�allsZR3 rg � rv + gv = ZR3 �v = v(0):Unders�oker om g = 14� ejxjjxj uppfyller detta:ZR3 rg � rv + gv = lim�!0 Zjxj>�rg � rv + gv= Zjxj>�(��g + g)v + Zjxj=� n � rgv = Zjxj=� 14� (e��2 � e�� )v ! v(0);d�a �! 0, vilket skulle visas. Har h�ar utnyttjat att ��g+ g = 0 f�or jxj > 0.
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