TMAG690, Partiella differentialekvationer F2, tentamen 990824
Telefonjour/rond: Patrik Lundstrém, ankn. 5325.
Hjélpmedel: Beta (formelsamling), typgodkind minirdknare/kalkylator.

Som vanligt betecknar «’ z-derivatan och @ t-derivatan av u(x,t), och || - ||
betecknar Lo-norm i rumsled (z-led). For godként kravs 25 podng. Lycka
till !

1. Betrakta problemet
¢ =ffor0<z<1, u(0)=0, ¢(1) =u,

dér ¢ = —u’, och dér f = f(z) och u; ar givna data.

Visa att f6r 16sningen v = u(z) géller

a) |[W|| < [IfIl + |ua|. Tips: Utnyttja att |u(1)] < |Jo/|[ och [|u]| < |[[u]],
eftersom (0) = 0.

b) Visa hjilpresultaten i tipset.

c¢) Formulera ett “motsvarande” problem i tva (eller tre) rumsdimensioner.
(10p)

2. Formulera en finit element metod for berdkning av en approximativ
16sning U till problemet i uppgift 1. Vilket ekvationssystem erhalles for
U’s nodvarden i fallet f =1, u; = 7. (10p)
3. Hérled “optimala” uppskattningar for felen a) ||u' — U’|| b) ||u — U] for
u och U som i uppgift 1 och 2. Interpolationsuppskattningar far utnyttjas
utan bevis. (10p)
4. Under vilka forutsidttningar pa “viss” och b ar det rimligt att anvianda
16sningen till problemet i uppgift 1 som en approximation av 16sningen efter
viss tid till ekvationen a) @ —u" = f b) 4+ bu —u" = f for 0 < z < 1,
t > 0, med randvillkoren u(0,t) = 0 och v'(1,t) = —uy for t > 0, och givna
begynnelsevillkor. Motivera utforligt!

c) Betrakta vagekvationen i — u” = f med f(z,t) = e“'g(z). Ansitt
16sningen u(x,t) = e“'v(x). Vilken ekvation erhalls for v? (10p)

5. Betrakta stationdr varmeledning i en rorisolering med radiell symmetri.
Stall upp en lamplig matematisk modell fér detta inklusive randvillkor och
berdkna temperaturférdelningen i det isolerande materialet. (10p)
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1. Multiplicerar ekvationen f = ¢’ med u och integrerar:

1 1 1 1
/ fudx = / qudr =q(l)u(l) — / qu' dz = uyu(l) — / u'u du,
0 0 0 0

vilket m.h.a. Cauchys olikhet och tipsen ger

! : "2 : /
|| :/0 () dx:/o fudr—uyu(l) < |[f|[|Ju|[+fu| fu(D)] < (LFIHlu]) ]

Hirav foljer a).

Randvillkoret u(0) = 0 get u(x) = [; u'(y)dy. Speciellt ger x = 1 att
lu(1)| = | fyu'| < fi |u'| < |[o']], dir vi ater anvinde Cauchy’s olikhet i
sista ledet. Detta visar den ena olikheten. Pa samma sétt erhalls |u(x)| <
Jo 1] < Jy 'l < ||| Denna ger [[ull* = fy [ul® < fy [[u'l]* < |lw']]*fy <
||'||?, vilket ger den andra olikheten.

c¢) Ekvationernas motsvarighet i hégre dimension dr ¢ = —Vu, divg = f i ett
givet omrade €2 i planet, med v = 0 pa en given del av randen, och ¢-n =h
pa den aterstaende delen, dar n dr enhetsnormalvektor till randen.

2. Se foreldsningsanteckningar eller bok. Leder fram till ekvationssystemet
Af = b, med bz = h for ¢ < M, bM =h-— Uy, Azz = 2/h, Ai,i+1 = Ai+1,i =
—1/h, A;j = 0 for 6vrigt, dér & dr U’s nodvérde i punkten x; = ih, h = 1/M.

3. Se forelasningsantecknigar eller bok.

4. For varmeledningsekvationen i a) giller att 16sningarna succesivt glommer
sina begynnelsevirden med tiden, dvs kan efter “lang” tid approximeras med
16sningen till motsvarande stationdra problem i uppgift 1, oavsett de givna
begynnelseforutsattningarna i det tidsberoende problemet.

Vagekvationen i b) har samma egenskaper om b > 0. Om déremot b = 0
finns inflytandet av begynnelseforutsattningarna kvar och med godtyckliga
sadana kan man ej hoppas att l6sningen till 1 ligger nara losningen till det
tidsberoende problemet, ens efter lang tid.

c) Insattning i ekvationen get i = (iw)%e™! = —w?e™'w(z). Dvs efter

forkortning med faktorn e blir ekvationen for v foljande: —w?v — 0" = g.



5. Ekvationen for stationar varmeledning utan inre varmekkalla ar Au = 0.
Pga symmetrin géller v = u(r) dar r? = 22 +y?. For sidana vinkeloberoende
Iosningar galler (se Beta) Au = £(ru/)’ = 0. Problemet blir alltsa (ru’) =0
for 1 <r < 2, for ett ror med innerradie 1 och ytterradie 2, med randvillkor
u(l) = uy och u(2) = uy i fallet med givna temperaturer inne i roret och
utanfor detsamma.

Losningen till (ru')” = 0 ges av ru’ = ¢, dvs ' = ¢, dvs u = (r) +d.

Randvillkoret u(1) = u; ger d = uq, varav sedan f6ljer att ¢ = SO



