
TMA690, Partiella di�erentialekvationer F2, tentamen 990824Telefonjour/rond: Patrik Lundstr�om, ankn. 5325.Hj�alpmedel: Beta (formelsamling), typgodk�and minir�aknare/kalkylator.==========================================Som vanligt betecknar u0 x-derivatan och _u t-derivatan av u(x; t), och k � kbetecknar L2-norm i rumsled (x-led). F�or godk�ant kr�avs 25 po�ang. Lyckatill !!1. Betrakta problemetq0 = f f�or 0 < x < 1; u(0) = 0; q(1) = u1;d�ar q = �u0, och d�ar f = f(x) och u1 �ar givna data.Visa att f�or l�osningen u = u(x) g�allera) jju0jj � jjf jj + ju1j. Tips: Utnyttja att ju(1)j � jju0jj och jjujj � jju0jj,eftersom u(0) = 0.b) Visa hj�alpresultaten i tipset.c) Formulera ett \motsvarande" problem i tv�a (eller tre) rumsdimensioner.(10p)2. Formulera en �nit element metod f�or ber�akning av en approximativl�osning U till problemet i uppgift 1. Vilket ekvationssystem erh�alles f�orU 's nodv�arden i fallet f = 1, u1 = 7. (10p)3. H�arled \optimala" uppskattningar f�or felen a) jju0 � U 0jj b) jju� U jj f�oru och U som i uppgift 1 och 2. Interpolationsuppskattningar f�ar utnyttjasutan bevis. (10p)4. Under vilka f�oruts�attningar p�a \viss" och b �ar det rimligt att anv�andal�osningen till problemet i uppgift 1 som en approximation av l�osningen efterviss tid till ekvationen a) _u � u00 = f b) �u + b _u � u00 = f f�or 0 < x < 1,t > 0, med randvillkoren u(0; t) = 0 och u0(1; t) = �u1 f�or t > 0, och givnabegynnelsevillkor. Motivera utf�orligt!c) Betrakta v�agekvationen �u � u00 = f med f(x; t) = ei!tg(x). Ans�attl�osningen u(x; t) = ei!tv(x). Vilken ekvation erh�alls f�or v? (10p)5. Betrakta station�ar v�armeledning i en r�orisolering med radiell symmetri.St�all upp en l�amplig matematisk modell f�or detta inklusive randvillkor ochber�akna temperaturf�ordelningen i det isolerande materialet. (10p)
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TMA690, Partiella di�erentialekvationer F2, tentamen 990824 - l�osningar==========================================1. Multiplicerar ekvationen f = q0 med u och integrerar:Z 10 fu dx = Z 10 q0u dx = q(1)u(1)� Z 10 qu0 dx = u1u(1)� Z 10 u0u0 dx;vilket m.h.a. Cauchys olikhet och tipsen gerjju0jj = Z 10 (u0)2 dx = Z 10 fu dx�u1u(1) � jjf jj jjujj+ju1j ju(1)j � (jjf jj+ju1j) jju0jj:H�arav f�oljer a).Randvillkoret u(0) = 0 get u(x) = R x0 u0(y) dy. Speciellt ger x = 1 attju(1)j = j R 10 u0j � R 10 ju0j � jju0jj, d�ar vi �ater anv�ande Cauchy's olikhet isista ledet. Detta visar den ena olikheten. P�a samma s�att erh�alls ju(x)j �R x0 ju0j � R 10 ju0j � jju0jj. Denna ger jjujj2 = R 10 juj2 � R 10 jju0jj2 � jju0jj2 R 10 �jju0jj2, vilket ger den andra olikheten.c) Ekvationernas motsvarighet i h�ogre dimension �ar q = �ru, divq = f i ettgivet omr�ade 
 i planet, med u = 0 p�a en given del av randen, och q � n = hp�a den �aterst�aende delen, d�ar n �ar enhetsnormalvektor till randen.2. Se f�orel�asningsanteckningar eller bok. Leder fram till ekvationssystemetA� = b, med bi = h f�or i < M , bM = h � u1, Aii = 2=h, Ai;i+1 = Ai+1;i =�1=h, Aij = 0 f�or �ovrigt, d�ar �i �ar U 's nodv�arde i punkten xi = ih, h = 1=M .3. Se f�orel�asningsantecknigar eller bok.4. F�or v�armeledningsekvationen i a) g�aller att l�osningarna succesivt gl�ommersina begynnelsev�arden med tiden, dvs kan efter \l�ang" tid approximeras medl�osningen till motsvarande station�ara problem i uppgift 1, oavsett de givnabegynnelsef�oruts�attningarna i det tidsberoende problemet.V�agekvationen i b) har samma egenskaper om b > 0. Om d�aremot b = 0�nns in
ytandet av begynnelsef�oruts�attningarna kvar och med godtyckligas�adana kan man ej hoppas att l�osningen till 1 ligger n�ara l�osningen till dettidsberoende problemet, ens efter l�ang tid.c) Ins�attning i ekvationen get �u = (i!)2ei!t = �!2ei!tv(x). Dvs efterf�orkortning med faktorn ei!t blir ekvationen f�or v f�oljande: �!2v � v00 = g.1



5. Ekvationen f�or station�ar v�armeledning utan inre v�armekk�alla �ar �u = 0.Pga symmetrin g�aller u = u(r) d�ar r2 = x2+y2. F�or s�adana vinkeloberoendel�osningar g�aller (se Beta) �u = 1r (ru0)0 = 0. Problemet blir allts�a (ru0)0 = 0f�or 1 < r < 2, f�or ett r�or med innerradie 1 och ytterradie 2, med randvillkoru(1) = u1 och u(2) = u2 i fallet med givna temperaturer inne i r�oret ochutanf�or detsamma.L�osningen till (ru0)r = 0 ges av ru0 = c, dvs u0 = cr , dvs u = cln(r) + d.Randvillkoret u(1) = u1 ger d = u2, varav sedan f�oljer att c = u2�u1ln(2) .
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