TMAG690, Partiella differentialekvationer F2, tentamen 990113
Telefonjour/rond:
Hjélpmedel: Beta (formelsamling), typgodkind minirdknare/kalkylator.

Som vanligt betecknar u' och u derivator, och || - || betecknar Ly-norm dver
aktuellt omrade. For godkant kravs 25 podng. Lycka till !!

1. Betrakta problemet att hitta u(x) sa att
¢ =f dir q¢q=—at, dvs — (au') =,

for 0 <z <1, u(0) =1 och ¢(1) =0, dir f och a > 0 &r givna funktioner
av .

a) Ge en fysikalisk tolkning av problemet genom att ange vad u, a, ¢ och
[ kan ténkas representera, samt hérled /motivera ekvationerna i det aktuella
fallet.

b) Visa for a = 1 att ||¢||* < 4||f]| + ||/

Tips: Visa att

lgl* < I+ flufl)  och att  flufl < 1+ [lqll

samt utnyttja olikheten ||| llgl| < 2112 + &gl (10p)

2. a) Formulera en ldmplig finit elementmetod for problemet i uppgift 1,
samt stall upp motsvarande ekvationssystem i fallet a = 1 for x < %, a =2
for xz > %, och f =1, med steglangd h.

b) Ange en feluppskattning f6r den beskrivna metoden.

c¢) Vilka tva mojligheter star till buds om felet visar sig for stort och man
onskar hitta en béttre (noggrannare) 16sning? (10p)

3. a) Betrakta problemet att hitta u(t) och v(t) sadana att
u=v och ©=—u-—bv,

for ¢ > 0 med givna begynnelsevirden u(0) = ug och v(0) = vy. Formulera
cG1l-metoden for detta problem, samt berdkna U; och V;, dvs losningen efter
det forsta tidssteget, i fallet ug = 1, vy = —2 och b = 0 med tidssteg £ = 0.2.
b) Visa att U2 + V2 < U2 | + V2, for b > 0, med likhet f6r b = 0.

Finns nagon fysikalisk tolkning? (10p)



4. a) Betrakta losningen w till problemet i uppgift 1 i fallet « = 1 och
med randvillkoret u(0) = 1 ersatt med u(0) = 0, och betrakta méngden
P={plx):p=ffor0<z <1, p(l)=0} Notera att ¢ = —u' € P. Visa
att

1
/ (p+u)u de =0,
0

och att detta ger
Ipll* = [[(p + ') = '|* = [lp + ||* + [J/]]* > [Ju'[|* = [|q]|?

for alla p € P, dvs att ¢ minimerar ||p|| i P.
b) Vad minimerar ¢ i fallet med variabelt a? (10p)

5. Bestdm en 16sning u(z, t) till “pulsarekvationen”
it — Au = €6 (z),

dar A = ;—; + aa_; + aa—;, i =+/—1, 2z = (1,9, 23) och ¢ dr Diracs deltafunk-
1 2 30
tion. Tips: Ansitt u = e'v(z) och sedan v(x) = w(r)/r dar r = |x| (som i

en uppgift pa hemtentan). Vidare bor gilla att rv = w — = da r — 0 (jfr

Iosningen v = 1=+ till —Av = §).

(10p)



Losningar till

Partiella differentialekvationer F2, 990113

1. a) u temperatur, a konduktivitet (virmeledningsférmaga), ¢ virmeflode
och f given virmeproduktion. Ekvationerna uttrycker att virmen f(x)dx
som produceras i ett intervall av (infinitesimal) l&ingd dx vid punkten z dr lika
med virmeutflodet fran intervallet, dvs ¢(z + dz) — ¢(z) (energin bevaras),
resp. att varmeflédet &r proportionellt mot temperaturfallet (Fouriers lag).
Randvillkoret ¢(1) = 0 uttrycker isolering (inget virmeutflode) vid « = 1.
b) Vi multiplicerar ekvationen f6r ¢ med v = u — 1, integrera 6ver [0, 1], och
utnyttja partiell integration:

1 1 1 1
/ fvdx:/ q'vdx:—/ qv'dx:/ ¢’ x.
0 0 0 0

Obs: Inga randtermer p.g.a. villkoren. Cauchys olikhet ger nu ||¢]|* =
Jy ?de = [} fode <|[|f]] (|lul] + 1). Vidare giller u(x) = u(0) + [ u'(s) ds,
dir u(0) = 1 och | [Fu/(s)ds| < [} |u'|ds < ||u'||, m.h.a. Cauchys olikhet
igen. Speciellt foljer att [|u|| < maxgepq)|u(z)] < 1+ |lg]. Sammanfat-
tningsvis alltsa [|g|* < 2||f|| + 5[|f]|* + 3ll¢/|* varav den sokta olikheten
foljer.

2. Infér nodpunkter x; = th, © = 0,1,..,2N och motsvarande kontinuerliga
styckvis linjdra basfunktioner ¢;(x) med ¢;(z;) = 1 och ¢;(z;) = 0 for
j # i. Ansitter U = ¢g(z) + 22 Uigi(z) vilket inséittes pa u’s plats i
[Yau' ¢ dv = [y f¢dr, som erhillits genom multiplikation av ekvationen
—(au") = f med ¢ sadan att ¢(0) = 0 och integration 6ver [0, 1], m.h.a.
partiell integration. Genom att vilja testfunktionen ¢ som ¢;, 1 = 1,..,2N,
erhalles ett ekvationssystem for nodvéirdena U;, med “styvhetsmatrisen”
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och “lastvektorn” [1/h + h,h, h,..,h, h/2] i hogerledet.
b) En feluppskattning for metoden av a posteriori typ &r

IWa(u' = U)|| < ClIAf]l,

eftersom i detta fall residualen R = f + (aU’)" reduceras till f.
En a priori feluppskattning ar

IVa(u' = Ul < Chl|vau"]|.

c¢) For att minska felet kan man antingen minska h eller anvénda polynomap-
proximation av hogre grad, t.ex. styckvis kvadratiska funktioner.

3. ¢Gl-metoden reduceras i detta fall till

Un+1 - Un - %(Vn—l—l + Vn)
Vn+1 - Vn - _g(Un+1 + Un) - b%(vn+l + Vn)

Speciellt ger detta med b = 0 och n = 0 ekvationssystemet

1 _gHUl]_{ u + Sy }
E1illw —2up + (1 — £)vg
vilket med k = .2 och uy =1 och vy = —2 reduceras till

S IR
A 1 Vil [ -21
med l6sning U; = .59/1.01 och V; = —2.18/1.01.

b) Genom att multiplicera ekvationerna for U, ;; och V41 med V1 — V,
resp —(U,4+1 — U,,) och addera de tva erhhalles

k k
G

9 (Ui-i-l - UZ) + b(Un-i-l - Un)2a

dar vi utnyttjat konjugatregeln och att g(VnH +V,) = U,s1—U,. Den sokta
olikheten foljer nu latt.

4. a) Vi har m.h.a. partiell integration (Obs: inga randtermer) att [y (p +
uYu'de = — [} (p +u")udr = — [} (f — f)udzr = 0. Detta ger den andra
likheten ty

1
o —wll? = ol + wl? =2 [ vwds,

2



hér tillimpat pa v = p+ v’ och w = . Ovriga delar &r triviala!
b) I fallet med variabelt a minimeras ||ﬁp|| av p =q.

5. Insattning av ansatsen i ekvationen ger
—e'y — e Av = e'6.

dvs
—Av —v =04.

Insdttning av v = w/r ger (som i en av hemtentauppgifterna) att
—w" —w =0,

for r > 0, med 16sning w = a cos(r) +bsin(r). For den sékta 1osningen maste

gilla a = 2= (jfr 16sningen v = =1 till ekvationen —Av = §), medan b kan

1
4m 4 r .
valjas godtyckligt, t.ex. som b = 0 (Sm—(r) l6ser den homogena ekvationen

T
1 cos(r)

I och motsvarande
iy r

—Av — v = 0). Vi har alltsa hittat 16sningen v =

U= eit% cos(r) '
T



