
TMA690, Partiella di�erentialekvationer F2, tentamen 990113Telefonjour/rond:Hj�alpmedel: Beta (formelsamling), typgodk�and minir�aknare/kalkylator.==========================================Som vanligt betecknar u0 och _u derivator, och k � k betecknar L2-norm �overaktuellt omr�ade. F�or godk�ant kr�avs 25 po�ang. Lycka till !!1. Betrakta problemet att hitta u(x) s�a attq0 = f; d�ar q = �au0; dvs � (au0)0 = f;f�or 0 < x < 1, u(0) = 1 och q(1) = 0, d�ar f och a > 0 �ar givna funktionerav x.a) Ge en fysikalisk tolkning av problemet genom att ange vad u, a, q ochf kan t�ankas representera, samt h�arled/motivera ekvationerna i det aktuellafallet.b) Visa f�or a = 1 att kqk2 � 4kfk+ kfk2.Tips: Visa attkqk2 � kfk (1 + kuk) och att kuk � 1 + kqk;samt utnyttja olikheten kfk kqk � 12kfk2 + 12kqk2. (10p)2. a) Formulera en l�amplig �nit elementmetod f�or problemet i uppgift 1,samt st�all upp motsvarande ekvationssystem i fallet a = 1 f�or x < 12 , a = 2f�or x > 12 , och f = 1, med stegl�angd h.b) Ange en feluppskattning f�or den beskrivna metoden.c) Vilka tv�a m�ojligheter st�ar till buds om felet visar sig f�or stort och man�onskar hitta en b�attre (noggrannare) l�osning? (10p)3. a) Betrakta problemet att hitta u(t) och v(t) s�adana att_u = v och _v = �u� bv;f�or t > 0 med givna begynnelsev�arden u(0) = u0 och v(0) = v0. FormuleracG1-metoden f�or detta problem, samt ber�akna U1 och V1, dvs l�osningen efterdet f�orsta tidssteget, i fallet u0 = 1, v0 = �2 och b = 0 med tidssteg k = 0:2.b) Visa att U2n + V 2n � U2n�1 + V 2n�1 f�or b � 0, med likhet f�or b = 0.Finns n�agon fysikalisk tolkning? (10p)1



4. a) Betrakta l�osningen u till problemet i uppgift 1 i fallet a = 1 ochmed randvillkoret u(0) = 1 ersatt med u(0) = 0, och betrakta m�angdenP = fp(x) : p0 = f f�or 0 < x < 1; p(1) = 0g. Notera att q = �u0 2 P . Visaatt Z 10 (p+ u0) u0 dx = 0;och att detta gerkpk2 = k(p+ u0)� u0k2 = kp+ u0k2 + ku0k2 � ku0k2 = kqk2f�or alla p 2 P , dvs att q minimerar kpk i P .b) Vad minimerar q i fallet med variabelt a? (10p)5. Best�am en l�osning u(x; t) till \pulsarekvationen"�u��u = eit�(x);d�ar � = @2@x21 + @2@x22 + @2@x23 , i = p�1, x = (x1; x2; x3) och � �ar Diracs deltafunk-tion. Tips: Ans�att u = eitv(x) och sedan v(x) = w(r)=r d�ar r = jxj (som ien uppgift p�a hemtentan). Vidare b�or g�alla att rv = w ! 14� d�a r ! 0 (jfrl�osningen v = 14� 1r till ��v = �). (10p)
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L�osningar tillPartiella di�erentialekvationer F2, 9901131. a) u temperatur, a konduktivitet (v�armeledningsf�orm�aga), q v�arme�odeoch f given v�armeproduktion. Ekvationerna uttrycker att v�armen f(x) dxsom produceras i ett intervall av (in�nitesimal) l�angd dx vid punkten x �ar likamed v�armeut�odet fr�an intervallet, dvs q(x + dx) � q(x) (energin bevaras),resp. att v�arme�odet �ar proportionellt mot temperaturfallet (Fouriers lag).Randvillkoret q(1) = 0 uttrycker isolering (inget v�armeut�ode) vid x = 1.b) Vi multiplicerar ekvationen f�or q med v = u� 1, integrera �over [0; 1], ochutnyttja partiell integration:Z 10 f v dx = Z 10 q0 v dx = � Z 10 q v0 dx = Z 10 q2 x:Obs: Inga randtermer p.g.a. villkoren. Cauchys olikhet ger nu kqk2 =R 10 q2 dx = R 10 f v dx � kfk (kuk+ 1). Vidare g�aller u(x) = u(0) + R x0 u0(s) ds,d�ar u(0) = 1 och j R x0 u0(s) dsj � R 10 ju0jds � ku0k, m.h.a. Cauchys olikhetigen. Speciellt f�oljer att kuk � maxx2[0;1] ju(x)j � 1 + kqk. Sammanfat-tningsvis allts�a kqk2 � 2kfk + 12kfk2 + 12kqk2 varav den s�okta olikhetenf�oljer.2. Inf�or nodpunkter xi = ih, i = 0; 1; ::; 2N och motsvarande kontinuerligastyckvis linj�ara basfunktioner �i(x) med �i(xi) = 1 och �i(xj) = 0 f�orj 6= i. Ans�atter U = �0(x) + P2Ni=1 Ui�i(x) vilket ins�attes p�a u's plats iR 10 a u0 �0 dx = R 10 f � dx, som erh�allits genom multiplikation av ekvationen�(au0)0 = f med � s�adan att �(0) = 0 och integration �over [0; 1], m.h.a.partiell integration. Genom att v�alja testfunktionen � som �i, i = 1; ::; 2N ,erh�alles ett ekvationssystem f�or nodv�ardena Ui, med \styvhetsmatrisen"
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och \lastvektorn" [1=h+ h; h; h; ::; h; h=2]0 i h�ogerledet.b) En feluppskattning f�or metoden av a posteriori typ �arkpa(u0 � U 0)k � Ckhfk;eftersom i detta fall residualen R = f + (aU 0)0 reduceras till f .En a priori feluppskattning �arkpa(u0 � U 0)k � Chkpau00k:c) F�or att minska felet kan man antingen minska h eller anv�anda polynomap-proximation av h�ogre grad, t.ex. styckvis kvadratiska funktioner.3. cG1-metoden reduceras i detta fall tillUn+1 � Un = k2 (Vn+1 + Vn)Vn+1 � Vn = �k2 (Un+1 + Un)� bk2 (Vn+1 + Vn):Speciellt ger detta med b = 0 och n = 0 ekvationssystemet� 1 �k2k2 1:1 � � U1V1 � = � u0 + k2v0�k2u0 + (1� k2 )v0 �vilket med k = :2 och u0 = 1 och v0 = �2 reduceras till� 1 �:1:1 1 �� U1V1 � = � :8�2:1 �med l�osning U1 = :59=1:01 och V1 = �2:18=1:01.b) Genom att multiplicera ekvationerna f�or Un+1 och Vn+1 med Vn+1 � Vnresp �(Un+1 � Un) och addera de tv�a erhh�alles0 = k2(V 2n+1 � V 2n ) + k2(U2n+1 � U2n) + b(Un+1 � Un)2;d�ar vi utnyttjat konjugatregeln och att k2(Vn+1+Vn) = Un+1�Un. Den s�oktaolikheten f�oljer nu l�att.4. a) Vi har m.h.a. partiell integration (Obs: inga randtermer) att R 10 (p +u0) u0 dx = � R 10 (p0 + u00) u dx = � R 10 (f � f) u dx = 0. Detta ger den andralikheten ty kv � wk2 = kvk2 + kwk2 � 2 Z 10 v w dx;2



h�ar till�ampat p�a v = p+ u0 och w = u0. �Ovriga delar �ar triviala!b) I fallet med variabelt a minimeras k 1papk av p = q.5. Ins�attning av ansatsen i ekvationen ger�eitv � eit�v = eit�:dvs ��v � v = �:Ins�attning av v = w=r ger (som i en av hemtentauppgifterna) att�w00 � w = 0;f�or r > 0, med l�osning w = a cos(r)+b sin(r). F�or den s�okta l�osningen m�asteg�alla a = 14� (jfr l�osningen v = 14� 1r till ekvationen ��v = �), medan b kanv�aljas godtyckligt, t.ex. som b = 0 ( sin(r)r l�oser den homogena ekvationen��v � v = 0). Vi har allts�a hittat l�osningen v = 14� cos(r)r och motsvarandeu = eit 14� cos(r)r .
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