
Partiella di�erentialekvationer F2, tentamen 980825Telefonjour/rond:Hj�alpmedel: Beta (formelsamling), typgodk�and minir�aknare/kalkylator.==========================================Som vanligt betecknar u0 x-derivatan och _u t-derivatan av u(x; t), och k � kbetecknar L2-norm i rumsled (x-led). F�or godk�ant kr�avs 25 po�ang. Lyckatill !!1. Betrakta problemet att hitta u = u(x; t) best�amd av_u = f � q0; d�ar q = �au0; dvs _u� (au0)0 = f;f�or 0 < x < 1, t > 0, u(0; t) = 0 och q(1; t) = 0 f�or t > 0, och u(x; 0) = u0(x)f�or 0 < x < 1, d�ar f och a > 0 �ar givna funktioner av x och t.a) Ge en fysikalisk tolkning av problemet. Ange speciellt vad u, a, q och fkan t�ankas representera.b) H�arled/motivera ekvationerna f�or _u resp. q f�or 0 < x < 1, t > 0.c) Formulera ett motsvarande problem med 
er �an en rumsdimension. F�ortydlighets skull: skriv ut alla partiella derivator p�a formen @w@s . (10p)2. Formulera en l�amplig �nit elementmetod f�or problemet i uppgift 1, meda = 1 + x och f = 1. Metoden skall reduceras till ett ekvationssystem f�orber�akning av tidsutvecklingen av l�osningen. (10p)3. Visa att f�or u som i uppgift 1 med a = 1 och kuk = ku(�; t)k g�aller,om f = 0:a) ddtkuk2 + 2ku0k2 = 0, b) ku(�; t)k � e�tku0k.tips: visa med hj�alp av a) och olikheten kuk � ku0k att ddt (kuk2 e2t) � 0 som integrerasom f = f(x):c) ku� usk ! 0 d�a t!1,d�ar us = us(x) �ar l�osningen till motsvarande station�ara problem�(au0)0 = f f�or 0 < x < 1; u(0) = 0 och u0(1) = 0:tips: till�ampa b) p�a w = u� us som ju satis�erar _w � (aw0)0 = 0. (10p)4. H�arled (g�arna utg�aende fr�an d'Alemberts formel i Beta, sid. 178) formlerf�or l�osningen till �u = c2u00 f�or x > 0, t > 0, u(x; 0) = u0(x) och _u(x; 0) = v0(x)f�or x > 0, och a) u(0; t) = 0, b) u(0; t) = g(t) f�or t > 0. (10p)1



5. Visa att us i uppgift 3c minimerar en viss funktional F (v) i ett visstfunktionsrum V , dvs att problemet �aven kan formuleras som ett minimer-ingsproblem. (10p)
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Partiella di�erentialekvationer F2, tentamen 980825L�osning==========================================1. a) Ekvationerna beskriver hur temperaturen u utvecklas med tiden t iett (endimensionellt) omr�ade 0 < x < 1 med given v�armeproduktion f medrandvillkoren att u = 0 vid x = 0 och att v�arme
�odet q h�alls = 0 (isolering)vid x = 1. a �ar konduktiviteten.b) Ekvationen q = �au0 uttrycker att v�arme
�odet �ar proportionellt mot tem-peraturfallet per l�angdenhet, med en proportionalitetskonstant a som berorp�a det v�armeledande mediet ifr�aga. Ekvationen f�or _u erh�alles genom attbetrakta ett godtyckligt intervall (a; b) i vilket tillf�ord v�arme per tidsenhet= R ba f dx + q(a; t) � q(b; t) = R ba f dx � R ba q0 dx m�aste vara lika med accu-mulerad v�arme per tidsenhet = ddt R ba u dx = R ba _udx. Eftersom intervallet vargodtyckligt m�aste g�alla att _u = f � q0 f�or alla 0 < x < 1.c) Betraktar ett fall med tv�a rumsdimensioner med koordinater x; y. V�arme-
�odet ges nu av q = �aru = �a(@u@x ; @u@y ) och motsvarande randvillkor�overg�ar i q �n = 0, d�ar n �ar en given normalvektor till randen f�or det aktuellaomr�adet. Sj�alva v�armeledningsekvationen blir _u = f � @@x(a@u@x) � @@y (a@u@y )kortare skrivet som _u = f �r � (aru).2. Betraktar cG1cG1 metoden med tidssteg k och rumssteg h. VektornUn med rumsnodv�ardena i den styckvis linj�ara l�osningen vid tiden tn = nkges av ekvationssystemet (M + k2S)Un = (M � k2S)Un�1 + kb d�ar M �armassmatrisen med diagonalelement 2h=3 (med undantag av det sista som �arh=3 pga Neumanrandvillkoret), sub- och superdiagonalelement h=6, nollorf�or �ovrigt, och b �ar lastvektorn med element h (utom det sista h=2), somvanligt. Styvhetsmatrisen S har nu diagonalelement R a�0i�0i = 2h R xi+1xi�1 a =2ha(xi) = 2(1+ xi)=h (utom det sista (1+ xm� h=2)=h), subdiagonalelementR a�0i�0i+1 = � 1h R xi+1xi a = � 1h(1 + (i+ 0:5)h) osv.3. a) Multiplicerar ekv f�or u med u och integrerar i x-led:0 = Z 10 fu = Z 10 ( _u� (au0)0)u = Z 10 _uu+ Z 10 au0u0 = 12 ddt Z 10 u2 + Z 10 a(u0)2;vilket �ar den s�okta identiteten.b) Identiteten i a) och olikheten kuk � ku0k ger ddtkuk2 + 2kuk2 � 0; dvsddt(kuk2e2t) = ( ddtkuk2 + 2kuk2)e2t � 0. Integration i t-led fr�an 0 till t gerkuk2e2t�ku0k2 � 0, dvs kuk2 � e�2tku0k, varefter rotdragning ger den s�okta1



olikheten.c) S�atter w = u� us och konstaterar att _w � (aw0)0 = _u� (au0)0 + (au0s)0 =f�f = 0, eftersom _us = 0. Kan allts�a till�ampa b) p�a w vilket ger ku�usk �e�tku0 � usk ! 0 d�a t!1 vsv.4. a) Utvidgar u0 och v0 udda, dvs s�atter ~u0(x) = �u0(�x) f�or x < 0,~u(x) = u(x) f�or x > 0, analogt f�or v. d'Alemberts formel ger nu l�osningenu(x; t) = 12f~u0(x� ct) + ~u0(x+ ct)g+ 12c Z x+ctx�ct ~v0(s) ds= � 12fu0(x� ct) + u0(x + ct)g+ 12c R x+ctx�ct v0(s) ds; f�or x > ct;12f�u0(ct� x) + u0(x+ ct)g+ 12c R x+ctct�x v0(s) ds; f�or x < ct:Finner speciellt att u(0; t) = 12f�u0(ct) + u0(ct)g + 12c R ctct v0(s) ds = 0 som�onskat.b) Ans�atter (f�or x < ct) modi�erad l�osning w(x; t) = u(x; t) + �(x � ct),vilken vi vet l�oser ekvationen �w = c2w00. S�oker nu � s�a att w(0; t) =u(0; t) + �(�ct) = g(t), dvs �(�ct) = g(t), dvs �(s) = g(�s=c). L�osningenmodi�eras allts�a f�or x < ct till u(x; t) + g(t� x=c).5. Multiplicerar ekvationen f�or u = us med v s�adan att v(0) = 0 och erh�allerR 10 fv = R 10 (�au0)0v = R 10 au0v0 (inga randtermer pga randvillkoren p�a u ochv. Om vi nu s�atter F (u) = 12 R 10 au0u0 � R 10 fu s�a g�allerF (u+ v) = 12 Z a(u+ v)0(u+ v)0 � Z f(u+ v)= 12 Z au0u0+ Z au0v0+ 12 Z av0v0� Z fu� Z fv = F (u)+ 12 Z av0v0 � F (u);dvs u minimerar F bland alla funktioner av typen u+v s�adana att v(0) = 0,dvs i rummet V = fw : w(0) = 0g.
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