Partiella differentialekvationer F2, tentamen 980825
Telefonjour/rond:
Hjélpmedel: Beta (formelsamling), typgodkind minirdknare/kalkylator.

Som vanligt betecknar «’ z-derivatan och @ t-derivatan av u(x,t), och || - ||
betecknar Lo-norm i rumsled (z-led). For godként kravs 25 podng. Lycka
till !

1. Betrakta problemet att hitta v = u(z,t) bestdmd av
W= f—¢q, dir ¢ = —au/, dvs 4 — (au') = f,

for 0 <x <1,t>0,u(0,t) =0 och ¢(1,t) =0 or t > 0, och u(z,0) = uy(x)

for 0 <z < 1, dar f och a > 0 ar givna funktioner av x och t.

a) Ge en fysikalisk tolkning av problemet. Ange speciellt vad u, a, ¢ och f

kan tankas representera.

b) Hérled/motivera ekvationerna for @ resp. ¢ for 0 <z <1, ¢ > 0.

¢) Formulera ett motsvarande problem med fler &n en rumsdimension. For
ow

tydlighets skull: skriv ut alla partiella derivator pa formen 2. (10p)

2. Formulera en lamplig finit elementmetod for problemet i uppgift 1, med
a =1+ x och f = 1. Metoden skall reduceras till ett ekvationssystem for
berdkning av tidsutvecklingen av 16sningen. (10p)

3. Visa att for v som i uppgift 1 med a = 1 och ||u|| = ||u(-, )| géller,
om f=0:

a) gllull® +2[W[|* =0, b) [lu(-, )] < e *[|uol.

tips: visa med hjdlp av a) och olikheten [|u|| < ||u'|| att %(Hu”2 €?t) < 0 som integreras

om f = f(z):

¢) [Jlu —us|| = 0da t — oo,

dér us = us(x) ar 16sningen till motsvarande stationédra problem

—(au') = ffor 0 <z <1, wu(0)=0ochu(1)=0.

tips: tillimpa b) pd w = u — us som ju satisfierar w — (aw’)’ = 0. (10p)
4. Hérled (girna utgaende fran d’Alemberts formel i Beta, sid. 178) formler
for 16sningen till i = *u” for z > 0, ¢ > 0, u(z,0) = up(z) och @(z,0) = vo(x)
for x > 0, och a) u(0,t) =0, b) u(0,t) = g(t) for t > 0. (10p)



5. Visa att ug i uppgift 3c minimerar en viss funktional F'(v) i ett visst
funktionsrum V', dvs att problemet aven kan formuleras som ett minimer-
ingsproblem. (10p)



Partiella differentialekvationer F2, tentamen 980825
Losning

1. a) Ekvationerna beskriver hur temperaturen u utvecklas med tiden ¢ i
ett (endimensionellt) omrade 0 < < 1 med given viarmeproduktion f med
randvillkoren att u = 0 vid z = 0 och att virmeflodet ¢ halls = 0 (isolering)
vid x = 1. a ar konduktiviteten.

b) Ekvationen ¢ = —au' uttrycker att virmeflodet &r proportionellt mot tem-
peraturfallet per langdenhet, med en proportionalitetskonstant a som beror
pa det virmeledande mediet ifraga. Ekvationen for « erhalles genom att
betrakta ett godtyckligt intervall (a,b) i vilket tillférd vérme per tidsenhet
= [P fdx + q(a,t) — q(b,t) = [P fdr — [P ¢ do maste vara lika med accu-
mulerad viarme per tidsenhet = % f‘f udr = f‘f tdx. Eftersom intervallet var
godtyckligt maste gélla att w = f — ¢’ for alla 0 <z < 1.

c¢) Betraktar ett fall med tva rumsdimensioner med koordinater x,y. Varme-
flodet ges nu av ¢ = —aVu = —a(%,g—’;) och motsvarande randvillkor
overgar i ¢-n = 0, dar n ar en given normalvektor till randen for det aktuella
omradet. Sjilva virmeledningsekvationen blir & = f — £ (a%%) — £ (ad?)

ox oy \7 0y
kortare skrivet som 4 = f — V - (aVu).

2. Betraktar ¢GlcG1l metoden med tidssteg £ och rumssteg h. Vektorn

U,, med rumsnodvardena i den styckvis linjara losningen vid tiden ¢, = nk

ges av ekvationssystemet (M + £S)U, = (M — £S)U,_, + kb dir M &r

massmatrisen med diagonalelement 2h/3 (med undantag av det sista som &r

h/3 pga Neumanrandvillkoret), sub- och superdiagonalelement h/6, nollor

for 6vrigt, och b &r lastvektorn med element h (utom det sista h/2), som
2

vanligt. Styvhetsmatrisen S har nu diagonalelement [a¢;¢; = + [[""'a =

2a(x;) = 2(1+ ;) /h (utom det sista (1+ x,, — h/2)/h), subdiagonalelement
Jagidi,, = —5 [ a=—+(1+ (i +0.5)h) osv.

3. a) Multiplicerar ekv for u med u och integrerar i z-led:

1 1 1 1 1d 1

0:/ fu:/ (4 — (au')')u:/ uu—l—/ av'u' = —— u2+/ a(u')?,
0 0 0 0 2dt Jo 0

vilket ar den sokta identiteten.

b) Identiteten i a) och olikheten |ju| < [|u/|| ger &{ul|* + 2[jul|* < 0, dvs

2 ([Jull?e®) = (L|lull* + 2||ul[*)e* < 0. Integration i t-led fran 0 till ¢ ger

||ul]?e?* — |luol]* < 0, dvs |Ju]|* < e ?!||ug||, varefter rotdragning ger den sokta

1



olikheten.

c) Sétter w = u — us och konstaterar att w — (aw') = 4 — (au')" + (aul) =
f—f =0, eftersom 4, = 0. Kan alltsa tillimpa b) pa w vilket ger ||u—u,|| <
e H|up — usl| = 0 da t — oo vsv.

4. a) Utvidgar up och vy udda, dvs sitter 4g(z) = —uo(—x) for x < 0,
@(z) = u(z) f6r & > 0, analogt for v. d’Alemberts formel ger nu l6sningen

1 1 T+ct
u(w, 1) = 5 {aofw — ) + o+ e} + o= [ o(s)ds
2 2¢c Ja—ct
B { H{uo(z — ct) + uo(x + ct)} + o x+cctt vo(s)ds, for x> ct,
s{—uo(ct — x) + up(x + ct)} + [5 < o(s) ds, for @ < ct.

ctx

Finner speciellt att u(0,t) = ${—uo(ct) + uo(ct)} + £ [ vo(s)ds = 0 som
onskat.

b) Ansétter (for © < ct) modifierad 16sning w(z,t) = u(x,t) + ¢(x — ct),
vilken vi vet loser ekvationen @ = c*w”. Soker nu ¢ sa att w(0,t) =

u(0,t) + ¢(—ct) = g(t), dvs o(— ) g(t), dvs ¢(s) = g(—s/c). Losningen
modifieras alltsa for z < ¢t till u(x,t) + g(t — z/c).

5. Multiplicerar ekvationen f6r u = u, med v sadan att v(0) = 0 och erhaller
Jy fv = Jy(—au')v = [} au'v’ (inga randtermer pga randvillkoren pa u och
v. Om vi nu sitter F(u) = %fol au'u’ — [} fu sa giller

F(u+v):%/ (u+v)(u+v) /fu—l—v

/au'u'+/au'v'+ /avv —/fu—/fv— /av'v'>F( )s

dvs v minimerar F' bland alla funktioner av typen u+ v sadana att v(0) = 0,
dvs i rummet V = {w : w(0) = 0}.



