
Partiella di�erentialekvationer F2, tentamen 980526Telefonjour/rond: Magnus Oskarsson, tel. 5305.Hj�alpmedel: Beta (formelsamling), typgodk�and minir�aknare/kalkylator.==========================================Som vanligt betecknar u0 x-derivatan och _u t-derivatan av u(x; t), och k � kbetecknar L2-norm �over aktuellt omr�ade i rumsled. Uppgifterna �ar v�arda 10po�ang vardera. V�alj 5 av de 6! Lycka till !!1. Betrakta problemet �u � u00 = 0 f�or x 2 R, t > 0, u(x; 0) = u0(x) och_u(x; 0) = v0(x) f�or x 2 R.Best�am/plotta u(x; 2), dvs l�osningen vid tiden t = 2, oma) u0(x) = 1 f�or x < 0, u0(x) = 0 f�or x > 0 och v0 = 0.b) u0 = 0, v0(x) = �1 f�or �1 < x < 0, v0(x) = 1 f�or 0 < x < 1 och v0(x) = 0f�or jxj > 1.c) Ange/plotta begynnelsev�arden u0(x) f�or vilka u(x; 2) = 1 f�or �1 < x < 1och u(x; 2) = 0 annars, om v0 = 0.2. Betrakta problemet _u � u00 = f f�or 0 < x < 1, t > 0, u(x; 0) = u0(x) f�or0 < x < 1 och u(0; t) = 0 och u0(1; t) = 0 f�or t > 0.Visa genom att multiplicera ekvationen f�or u med u resp _u atta) ku(�; t)k � ku0k+R t0 kf(�; s)k ds b) ku0(�; t)k2 � ku00k2+R t0 kf(�; s)k2 ds.c) Ge en fysikalisk tolkning av problemet i fallet f = 20�u, dvs av ekvationen_u� u00 + u = 20 och de angivna randvillkoren.3. Formulera cG1cG1 metoden f�or problemet i uppgift 2 med f = 20�u somi 2c. Redovisningen skall leda fram till ett ekvationssystem f�or ber�akning avtidsutvecklingen av l�osningen. Det skall framg�a hur detta kommit till och �arde�nierat, men detaljerna i utr�akningen av koe�cienterna kan utel�amnas.4. L�at 
 vara ett begr�ansat omr�ade i planet med rand � = �D [ �N (som i�g) och betrakta problemet �u = 0 i 
, u = 0 p�a �D, @u@n = g p�a �N .a) Visa att f�or en standard Galerkin approximation U 2 Vh av u g�allerkr(u� U)k � kr(u� v)kf�or alla v 2 Vh.b) Vilken uppskattning g�aller f�or kr(u � v)k om v 2 Vh �ar den styckvislinj�ara interpolanten av u?c) H�arled motsvarande endimensionella interpolationsfeluppskattning.1



5. L�at u och U vara som i uppgift 4.a) Vilken (a priori) uppskattning g�aller f�or ku � Uk? G�aller denna f�or allatyper av plana omr�aden 
?b) Uppskattningen f�or ku�Uk bygger bl.a. p�a att f�or ' s�adana att ' = 0 p�a�D, @'@n = 0 p�a �N , g�aller kD2'k � Ck�'k, d�ar D2' = ('2xx+2'2xy+'2yy) 12 .Visa att f�or 
 och � = �D [ �N som i �gur g�aller k�'k = kD2'k.
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6. a) Visa att l�osningen u till problemet i uppg. 4 minimerar (energin)F (v) = 12krvk2 � R�N g v, och att minimum ges av F (u) = �12kruk2. Tips:S�att w = v � u och visa att F (v) = F (u+ w) = F (u) + ::: � F (u).b) Visa f�or motsvarande diskreta energiminimum attF (U) = F (u) + 12kr(u� U)k2:Tips: kr(u� U)k2 = R
r(u� U) � r(u+ U) = kruk2 � krUk2. Varf�or?.

2



Partiella di�erentialekvationer F2, 980526L�osningsf�orslag==========================================1. Utg�ar fr�an d'Alemberts formelu(x; t) = 12fu0(x� t) + u0(x + t)g+ 12 Z x+tx�t v0(s) ds:a) Finner att u(x; 2) = 1 f�or x < �2, u(x; 2) = 12 f�or �2 < x < 2 ochu(x; 2) = 0 f�or x > 2, se �gurb) Finner att u(x; 2) = 12(�x � 3) f�or �3 < x < �2, u(x; 2) = 12(x + 1) f�or�2 < x < �1, u(x; 2) = 12(x � 1) f�or 1 < x < 2, u(x; 2) = 12(3 � x) f�or2 < x < 3, u(x; 2) = 0 f�or �ovrigt, se �gur
a)
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c) En l�osning (�nns 
er) skulle kunna vara u0(x) = 1 f�or 1+8n < x < 3+8noch �(3 + 8n) < x < �(1 + 8n), u0(x) = �1 f�or 5 + 8n < x < 7 + 8n och�(7 + 8n) < x < �(5 + 8n), n = 0; 1; 2; ::, u0(x) = 0 f�or �ovrigt, se �gur
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2. a) Multiplikation med u och integration R 10 dx ger, efter partiell integra-tion: 12 ddtkuk2 + ku0k2 = Z 10 f u � kfk kukdvs kuk ddtkuk � kfk kuk; eller ddtkuk � kfk;vilket efter integration i t-led ger den s�okta olikheten.b) Multiplikation med _u och integration R 10 dx gerk _uk2 + 12 ddtku0k2 = Z 10 f _u � kfk k _uk � 12kfk2 + 12k _uk2;dvs ddtku0k2 � kfk2;som efter integration i t-led ger den s�okta olikheten.c) Ekvationen kan t�ankas uttrycka energibalans; temperatur�okningen pertidsenhet _u i en given punkt �ar lika med v�armetill
�odet �(�u0)0 = u00 plusv�armeproduktionen, h�ar given som 20� u. Tempen �ar given = 0 vid x = 0och v�arme
�odet �ar givet = 0 vid x = 1.3. Metoden bygger p�a attZ ba Z 10 _u v dx dt+ Z ba Z 10 (u0 v0 + u v) dx dt = Z ba 20 v dx dt;f�or v s�adana att v(0; t) = 0. Ans�atter f�or tn�1 � t � tn en approximativl�osning U(x; t) = Un�1(x) n�1(t) + Un(x) n(t);Un(x) = mXj=1Un;j�j(x);d�ar  n och �j �ar de kontinuerliga styckvis linj�ara hattfunktionerna i t- respx-led som �ar = 1 i noden tn resp xj = j=m och = 0 i �ovriga noder. S�okersedan Un;j s�adana attZIn Z 10 _U �i dx dt+ ZIn Z 10 (U 0 �0i + U �i) dx dt = ZIn Z 10 20�i dx dt;2



dvs vektorn Un = fUn;jg s�adan attMUn �MUn�1 + k2S(Un + Un�1) + k2M(Un + Un�1) = B;dvs (M+ k2S+ k2M)Un = (M� k2S� k2M)Un�1+B, d�arM �ar den tridiagonalamassmatrisen med element 2h=3 p�a diagonalen, med undantag av det sistadiagonalelementet som blir h=3 motsvarande en halv hatt, samt element h=6p�a sub- och superdiagonalerna, och d�ar styvhetsmatrisen S har element 2=hp�a diagonalen, med undantag av det sista diagonalelementet som blir 1=h,samt element�1=h p�a sub- och superdiagonalerna. Vektorn B har elementenBi = R tntn�1 R 10 20�i dx dt = 20kh resp Bm = 10kh, d�ar k = tn � tn�1 �artidssteget, In = (tn�1; tn) och h = 1=m �ar rumssteget.4. a) Variationsformuleringen av problemet blirZ
ru � rv = Z�N g v;f�or alla v s�adana att v = 0 p�a �D. Subtraherar motsvarande relation f�or Uoch v 2 Vh och erh�aller felekvationenZ
r(u� U) � rv = 0;f�or alla v 2 Vh. F�ar nukr(u� U)k2 = Z
r(u� U) � r(u� U) = Z
r(u� U) � r(u� v)� kr(u� U)k kr(u� v)k;f�or alla v 2 Vh, varav den s�okta olikheten f�oljer.b) Har att kr(u� v)k � CkhD2uk.c) Visar k(u�v)0k � khu00k. P�a delintervall i g�aller (u�v)0(x) = R x�i(u�v)00 =R x�i u00, f�or n�agon punkt �i i intervallet, enligt medelv�ardessatsen. Det f�oljeratt j(u� v)0(x)j � ZIi ju00j � (ZIi) 12 (ZIi u002) 12 = h 12i (ZIi u002) 12 ;dvs ZIi(u0 � v0)2 � h2i ZIi u002:3



Summation �over i ger k(u� v)0k2 � khu00k2;vilket ger den s�okta olikheten.5. a) F�or u � U g�aller ku � Uk � kh2D2uk, eller �atminstone ku � Uk �Cmax
 hkhD2uk.b) Partiell integration f�orst i x-led, med utnyttjande av att uyy = 0 f�or x = 0och x = 1, 0 < y < 1, och sedan i y-led, med utnyttjande av att ux = 0 f�ory = 1 och uxy = uyx = � ddx @u@n = 0 f�or y = 0, 0 < x < 1, gerZ
 uxxuyy = � Z
 uxuyyx = � Z
 uxuxyy = Z
 uxyuxy:H�arav f�oljer att k�uk2 = R
(u2xx + 2uxxuyy + u2yy) = R
(u2xx + 2u2xy + u2yy) =kD2uk2; vsv.6. a) S�atter w = v � u och �nner attF (v) = F (u+ w) = F (u) + Z
ru � rw � Z�N g w + 12krwk2 � F (u);ty R
ru � rw � R�N g w = 0.Finner vidare, genom att ta w = u i den sista likheten, att F (u) = 12kruk2�R�N g u = �12kruk2.b) Analogt g�aller F (U) = �12krUk2, vilket mha konjugatregeln och felekva-tionen gerF (U)� F (u) = 12(kruk2 � krUk2) = 12(Z
r(u� U) � r(u+ U)= Z
r(u� U) � r(u� U) = 12kr(u� U)k2:vsv.
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