Partiella differentialekvationer F2, tentamen 980526
Telefonjour/rond: Magnus Oskarsson, tel. 5305.
Hjélpmedel: Beta (formelsamling), typgodkind minirdknare/kalkylator.

Som vanligt betecknar «’ z-derivatan och @ t-derivatan av u(x,t), och || - ||
betecknar Ls-norm 6ver aktuellt omrade i rumsled. Uppgifterna ar virda 10
poang vardera. Valj 5 av de 6! Lycka till !!

1. Betrakta problemet i — u” = 0 f6r x € R, t > 0, u(z,0) = up(x) och
u(x,0) = vy(x) for x € R.

Bestam /plotta u(zx,2), dvs 16sningen vid tiden ¢ = 2, om

a) up(x) =1 16r v <0, up(x) =0 f6r x > 0 och vy = 0.

b) up =0, vo(x) = —1for —1 <2 <0, vp(x) =116r 0 <z <1ochvy(x) =0
for |z > 1.

c¢) Ange/plotta begynnelsevirden ug(x) for vilka u(z,2) =1 for -1 <z <1
och u(z,2) = 0 annars, om vy = 0.

2. Betrakta problemet @ —u"” = f for 0 < o < 1, ¢t > 0, u(z,0) = up(z) for
0 <z <1ochu(0,t) =0 och u(1,t) =0 for t > 0.

Visa genom att multiplicera ekvationen for u med u resp @ att

a) [[u( O < lluoll+Jo /G, 8)llds— b) W/ O < upl®+J5 1 (5[] ds.
c¢) Ge en fysikalisk tolkning av problemet i fallet f = 20—u, dvs av ekvationen
@ — u" + u = 20 och de angivna randvillkoren.

3. Formulera cG1lcG1 metoden for problemet i uppgift 2 med f = 20 —u som
i 2c. Redovisningen skall leda fram till ett ekvationssystem for berakning av
tidsutvecklingen av 16sningen. Det skall framga hur detta kommit till och ar
definierat, men detaljerna i utrakningen av koefficienterna kan utelamnas.

4. Lat Q vara ett begrdnsat omrade i planet med rand I' =T, UT'y (som i
fig) och betrakta problemet Au =01 Q, u =0 pa ['p, g—z =g pa [y.
a) Visa att for en standard Galerkin approximation U € V}, av u géller

IV(u—=U)|| < [[V(u—wv)

for alla v € V.

b) Vilken uppskattning giller for |[V(u — v)|| om v € V}, &r den styckvis
linjara interpolanten av u?

c¢) Hirled motsvarande endimensionella interpolationsfeluppskattning.



5. Lat w och U vara som i uppgift 4.

a) Vilken (a priori) uppskattning giller for |ju — U||? Géller denna for alla
typer av plana omraden €27

b) Uppskattningen for |ju — U|| bygger bl.a. pa att for ¢ sadana att ¢ = 0 pa
I'p, 52 =0 pi Ty, giller | D%g|| < C||Agpl|, dir D% = (2, + 22, + ¢2,)%.
Visa att for Q och T' = T'p UTy som i figur giller [|Apl|| = [|D?¢]|.
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6. a) Visa att losningen u till problemet i uppg. 4 minimerar (energin)
F(v) = 3||Vo||> = fi., gv, och att minimum ges av F'(u) = —3||Vu||*. Tips:
Satt w = v — u och visa att F(v) = F(u+w) = F(u) + ... > F(u).

b) Visa for motsvarande diskreta energiminimum att
1 2
FU) = F(u) + 5[V - U

Tips: [[V(u —0)||> = [¢V(u—U) -V(u+U) = ||Vul||* — ||VU|]*. Varfor?.



Partiella differentialekvationer F2, 980526
Losningsforslag

1. Utgar fran d’Alemberts formel

(e, ) = & {unlr — 1) + ol + 1)} + 3 " a(s) ds.
a) Finner att u(z,2) = 1 for v < =2, u(z,2) = £ for =2 < x < 2 och
u(z,2) =0 for x > 2, se figur
b) Finner att u(x,2) = 3(—z —3) for =3 <z < =2, u(z,2) = 3(z + 1) for
2 <z < -lLu2)=3@@-1)fHrl <z <2 u,2)=303-uz) for
2 <x <3, u(x,2) =0 for 6vrigt, se figur

) b)
U(X,Z) U(X,Z)

¢) En16sning (finns fler) skulle kunna vara ug(z) = 1 f6r 1 +8n < 2z < 3+8n
och —(3+8n) <x < —(1+8n), up(r) = —1 for 5+ 8n < = < 7+ 8n och
—(74+8n) <z <—=(5+4+8n),n=0,1,2,.., up(x) = 0 for dvrigt, se figur

ug®)




2. a) Multiplikation med u och integration fol dx ger, efter partiell integra-
tion:

Sl + 12 = [ < 1) )

dvs p
lull = IIUII < [IfIull, — eller —flufl < A1),

vilket efter integramon i t-led ger den sokta olikheten.
b) Multiplikation med % och integration fol dx ger

Ld, o b . 1 g Lo
- — < < = -
#5ollP = [ ra<fllal < 3170+ Sl

[l

dvs p
et /2< 2
il 2 < 1411

som efter integration i ¢t-led ger den sokta olikheten.

¢) Ekvationen kan tidnkas uttrycka energibalans; temperaturékningen per
tidsenhet @ i en given punkt dr lika med virmetillflédet —(—u')" = u” plus
varmeproduktionen, har given som 20 — u. Tempen ar given = 0 vid x = 0
och varmeflodet ar givet = 0 vid = = 1.

3. Metoden bygger pa att

b
//uvdxdt—l—// (u' v +uw) dxdt:/ 20v dx dt,

for v sadana att v(0,t) = 0. Ansétter for ¢, ;| < t < t, en approximativ
16sning

Uz, t) = Uy 1(2)thn1(t) + Uy(2)1)n,(2),
) =Y Un;o;i(x)
7=1
dér v, och ¢; ar de kontinuerliga styckvis linjara hattfunktionerna i ¢- resp

z-led som &r = 1 i noden ¢, resp x; = j/m och = 0 i 6vriga noder. Soker
sedan U, ; sadana att

1 . 1 1
//U¢idxdt+/ /(U’¢§+U¢i)dxdt:/ / 20 ¢ da: dt.
n /0 I, JO I, JO



dvs vektorn U, = {U,;} sadan att
k k
MU, — MU, + §S(Un + Up_1) + §M(Un +U,_1) =B,

dvs (M +ES+EMU, = (M —5S—EM)U,_1+ B, déir M ér den tridiagonala
massmatrisen med element 2h/3 pa diagonalen, med undantag av det sista
diagonalelementet som blir £/3 motsvarande en halv hatt, samt element h/6
pasub- och superdiagonalerna, och dir styvhetsmatrisen S har element 2/h
pa diagonalen, med undantag av det sista diagonalelementet som blir 1/h,
samt element —1/h pa sub- och superdiagonalerna. Vektorn B har elementen
By = [/* [y 20¢;dxdt = 20kh resp B,, = 10kh, dir k = t, — t,_y &r
tidssteget, I, = (¢, 1,t,) och h =1/m &r rumssteget.

4. a) Variationsformuleringen av problemet blir

/Vu-Vv:/ gu,
Q Ty

for alla v sadana att v = 0 pa ['p. Subtraherar motsvarande relation for U
och v € V}, och erhaller felekvationen

/QV(u—U)-szo,
for alla v € Vj,. Far nu
||V(u—U)||2:/QV(u—U)-V(u—U):/QV(u—U)-V(u—v)

< V(= O)HIV(u =),

for alla v € V},, varav den sokta olikheten foljer.

b) Har att ||V (u —v)|| < C||hD?ul].

¢) Visar [[(u—v)'|| < [[hu"||. P4 delintervall i géller (u—v)'(z) = [¢(u—v)" =
Je, w", for nagon punkt &; i intervallet, enligt medelvirdessatsen. Det foljer

e (u — v)'(x)] < /I u"| < (/Ii)%(/h_ ") = h?(/l_ w2,

u'—v'2<h2/u"2.
G

dvs



Summation over ¢ ger

1w = o)'lI* < [[hu"|I%,
vilket ger den sokta olikheten.
5. a) For u — U galler ||[u — U] < ||[h*D?%u|, eller atminstone ||u — U|| <
C maxq h||hD?ul|.
b) Partiell integration forst i z-led, med utnyttjande av att u,, =0 fér x = 0
och x =1, 0 <y <1, och sedan i y-led, med utnyttjande av att u, = 0 for

yzlochuwy:uym— d‘fcg—z—()féry:(),0<x<1,ger

Uy U :—/uxu x:—/uxux :/uxux.
/Q vy 0 Yy 0 vy o wytey

Hérav folJer att [|Aul]? = [o(ul, + 2upetiyy +uj,) = [o(ur, +2uf, +ul,) =
[[D?ulf?, vs

a) Séatter w = v — u och finner att
1
F(v) = F(u+ w) :F(u)+/ Vu-Vw—/ gw+§||Vw||22F(u),
Q I'n

ty JoVu-Vw — [ gw=0.

Finner vidare genom att ta w = u i den sista likheten, att F'(u) = ||Vul[*—
Jrygu=—3 |VU||2

b) Analogt galler F(U) = —%||VU|?, vilket mha konjugatregeln och felekva-
tionen ger

F(U) = F(u) = (||VUI|2—||VU|| /V (u=U)-V(u+U)

= /QV(U— U)-V(u-U) = %Hv(u— Ul

VSV.



