MATEMATISKA VETENSKAPER
Chalmers Tekniska Hogskola

Tentamen for MVEG70 — Linjar algebra F/TM
25/10 — 2025, 14.00-18.00

Hjélpmedel: Inga hjalpmedel

Examinator: Malin Palo Forsstrom

Telefonvakt: Malin Paloé Forsstrom 0768 30 36 35

Betygsgranser: 3: 20-29 p, 4: 30-39, 5: > 40 (inklusive bonuspoéng)

Till alla uppgifter skall fullstandiga 16sningar inlimnas. Motivera och foérklara sa vil du
kan. Podng ges bara for 16sningar som gar att folja. Endast svar ger inga poéng.

Lésningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat
meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillféllet.

1. Hitta en matris A sadan att (1,1,1,0),(1,2,3,4) € Noll(A). (4 poéng)

2. En strale skickas ut fran fran origo i riktningen (1,2, 3). Passerar stralen genom
triangeln med hérn i (1,1,2), (2,3,3) och (—2,6,—1)7 (6 poéng)
(

3. Los den homogena differentialekvationen y”(t) + 3y'(t) + 2y(t) = 0 genom att an-
vinda diagonalisering for att 16sa x’ = Ax, dir x(t) = (¥/'(t),y(t)), om y(0) och
y'(0) &r givna. (8 poéng)

4. Lat F' vara méngden av alla kontinuerliga funktioner f: (—1,1) — R och lat P,
vara underrummet till P bestaende av alla polynom av grad hogst n.

(a) Visa att (f,g) = Sil f(z)g(z) dx ar en innerprodukt pa P.
(b) Hitta en ortogonalbas for Ps
(c) Hitta ortogonalprojektionen av f(z) = sinmx pa P;. (8 poing)

5. Ekvationen z* + iz — (1 + i) = 0 har en l6sning z = 1. Hitta alla lsningar till
ekvationen. (4 poéng)



6. Visa om foljande pastaenden ar sanna eller falska. Om péastaendet ar sant, mo-
tivera varfor med ett kort argument. Om pastaendet &ar falskt récker det med ett
motexempel. (8 poéng)

(a) Alla kvadratiska matriser har minst ett (reellt) egenvérde.

(b) Om A &r en ortogonalmatris av typ m x m och u, v € R™ sa ér vinkeln mellan
u och v densamma som vinkeln mellan Au och Av.

(¢) Om A och B &r tva symmetriska matriser av samma typ sa dr AB = BA.

(d) Om 7 &r ett plan genom origo i R® och A ér avbildningsmatrisen fér ortogo-
nalprojektion pa m sa dr A symmetrisk.

7. Visa att matrismultiplikation ar associativ, dvs. visa att om A &r av typ m x n, B
dr av typ n x p och C &r av typ p x r s& dr (AB)C = A(BC). (6 poéng)

8. Visa att om X #r en losning till ekvationen AT Ax = ATb sa ér

|Ax — b| < min |Ax — b|.

(6 poang)

Lycka till!
/Malin



MATEMATISKA VETENSKAPER
Chalmers Tekniska Hogskola

Losningar till tentamen for MVE670 — Linjar algebra
F/TM
25/10 — 2025, 14.00-18.00

Hjélpmedel: Inga hjalpmedel

Examinator: Malin Palé Forsstrom

Telefonvakt: Malin Palé Forsstrom 0768 30 36 35

Betygsgranser: 3: 20-29 p, 4: 30-39, 5: 40-50.

Tentan rattas och beddéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placer-
inglista och samtliga inldimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Till alla uppgifter skall fullstdndiga 16sningar inldmnas. Motivera och férklara sa vél du
kan. Podng ges bara for l6sningar som gar att folja. Endast svar ger inga poéng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat
meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfélle

1. Hitta en matris A sadan att (1,1,1,0),(1,2,3,4) € Noll(A). (4 poéng)
Den enklaste losningen till uppgiften dr att lata A vara en nollmatris av rdtt dimen-

ston, exempelvis (0 0 0 0)
Alternativt kan vi hitta en matris med nollrum Span((1,1,1,0)), (1,2,3,4)): Efter-
som att
Span((1,1,1,0),(1,2,3,4)) = Span((1,1,1,0),(—=2,—1,0,4))
= Span((1,1,1,0),(—1/2,—-1/4,0,1))
= {(x1, z2, w3, 14) = s(1,1,1,0) + t(—1/2,-1/4,0,1)), s,t € R}

ar en sadan matris
1 0 —1 1/2
01 -1 1 /4 '

2. En strale skickas ut fran fran origo i riktningen (1,2, 3). Passerar stralen genom
triangeln med hor i (1,1,2), (2,3,3) och (—2,6,—1)7

(6 poéing)

Lat v = (1,2,3), P = (1,1,2), @ = (2,3,3) och R = (=2,6,—1). Dd passerar

) )

strilen genom triangeln om det finns s, t,r si att t,r =0 och t +r < 1/2 sa att

sv=0P+tPQ + rPR.



Vi loser den ekvivalenta ekvationen

sv—tPQ —rPR = OP.

Vi har
1 1 - 3 1 1 -1 3 1
51 00—11—1~00—11—1
2 0 2 -6 -1 0o 1 -3 -1/2
1 00 1/2
~10 0 1 1/11
01 0 —5/22
Detta gert = 1/11 och r = —5/22, och stralen passerar alltsd inte genom triangeln.

En alternativ losning dar att leta efter b,c,d sadana att av = aOP + bOQ + cOR
ddr vi dessutom har a+b+c=1 och a,b,c = 0.

3. Los den homogena differentialekvationen y”(t) + 3y'(t) + 2y(t) = 0 genom att an-
vinda diagonalisering for att losa x' = Ax, dér x(t) = (v/(¢),y(t)), om y(0) och
y'(0) dr givna. (8 poéng)

Vi ska lésa differentialekvationen

i (V@AY (0 TN y@®)_ (0 1
0= ()= (5% 5) () = (% 1)

Fér att gora detta hittar vi egenvdrden och egenvektorer till A:
0=-AN-A=3)—1(-2)=X+3A+2=A+1)(A+2)

Motsvarande egenvektorer ges av (1,—1) och (1,—2). Losningen ges ddrfor av

(1 1\ feet 0 11\
x(6) = (1 2) ( 0 cge%) (1 2) x(0)
et e 2 1
- (—et —262t) <—1 —1) x(0)
9e—t _ =2t ot _ o2t
B (26_t +2e72 —e7t 4 26_%) x(0)
och vi far dérfor
y(t) = (27" — e )y(0) + (e — e *)y'(0).
4. Lat F vara mangden av alla kontinuerliga funktioner fran p: (—1,1) — R och lat
P, vara underrummet till ' bestaende av alla polynom av grad hogst n. (8 podng)

(a) Visa att (f,g) = Xil f(z)g(x) dx ar en innerprodukt pa F.
(b) Hitta en ortogonalbas for Pp



(c) Hitta ortogonalprojektionen av f(z) = sinwx pa P;.

(a) Vi behover visa att {f,g) =g, [, {f, f) = 0 med likhet bara om f = 0, och att
lafi+bfa, gy = alf1,9)+ b fa,9). Med detta foljer omedelbart av motsvarande
egenskaper for integralen.

(b) Vi har
pi(z) =1,
pa(x) = — (o, pr(x))/pi (), pr(2))pi(2) = ©
och
pa(x) = & = (&®, pi(x))/{pr (), pr(2))pr(x) — (&?, pa())/{pa(x), pa () )pa(2)

= (322 - 1)/3
Om vi normaliserar dessa far vi ortonormalbasen
a(r) =1/2, gol2) = 2//2/3, a3 = (32 —1)/1/8/5
(c) Projektionen ges av

(sinz, p1(z))p1(x) + (sinx, pa(x) )p2 () + (sinz, p3(x))p3(z)

— (sinma, D1 + (sinma, ©/4/2/3)x/7/2/3 + (sinm, (32° — 1)4/8/5)(3z% — 1)/4/8/5

= (sinmz, xyx/(2/3)
r _ 3x 2 3z 3z
= rsinmrdr  — = — — = —
-1 2 T 2 T

. Ekvationen z* + iz — (1 + i) = 0 har en l6sning z = 1. Hitta alla losningar till
ekvationen. (4 poéng)

Polynomdivision ger
Priz—(1+i)=(-1DE"+z+1+14)

och det dterstdr dérfor att hitta losningar till 2° +z+1+1i = 0. Kvadratkomplettering
ger

z2+z+1+i—<z+1>2—_3_4i
a 2 4

Vi letar nu efter a,b € R med (a + bi)*> = —3 — 4i. Mirk forst att vi inte kan ha
a=0. Fora#0 far vi

2*()2:* 27[92:*
—3—4z'=(a+bi)2:a2—62+2abi<:>{a , J c){“ B s

2abi = —41
3 25 )

a 3 5
;ioaQ—(—Z/a,)Q=—3©a4+3a2—420©(a2+—)2=—@a =—§i§e{—4,

2 4



vilket eftersom att a dar reellt ger att a = +1. Detta ger de tva losningarna a + bi =
+(1 — 2i) vilka i sin tur ger

1, (1—2i)? 112 1 1-2i
(z+2)— 1 —(2+2— 5 )(z+2+ 5

)=(z+i)(z+1—1)

(bada losningarna ger samma faktorisering). Alla losningar ges dairfor av z; = 1,
2o = —1 och z3 = —1+1

6. Visa om foljande pastaenden &r sanna eller falska. (8 poéng)
(a) Alla kvadratiska matriser har minst ett (reellt) egenvérde.

Falskt, matrisen <8 _11> har inga reella egenvdrden.

(b) Om A &r en ortogonalmatris av typ m x m och u, v € R™ s ar vinkeln mellan
u och v densamma som vinkeln mellan Au och Av.

Sant, ty

Au-Av = (Au)'Av =u’ATAv =u"Iv=u'v=u v

(¢) Om A och B &r tva symmetriska matriser av samma typ sa ar AB = BA.
Falskt, om exempelvis A = (1 1) och B = (0 0) sa dr AB = <0 1> och

11 0 1 0 1
00
pa- (09,

(d) Om 7 &r ett plan genom origo och A &r avbildningsmatrisen for ortogonalpro-
jektion pa 7 sa dr A symmetrisk.

Sant. A gar att skriva som PDPT dir D dr en diagonalmatris och P dr en
ortogonalmatris med tva kolonner som dr riktningsvektorer till planet. Ddrfér
ar

A" = (PDP")" = (P")'D"P" = PDP" = A

dvs. A dr symmetrisk.

7. Visa att matrismultiplikation &r associativ, dvs. att om A &r av typ m x n, B &r

av typ n x p och C' &ar av typ p x r sd ar (AB)C = A(BC). (6 poang)

8. Visa att losningen x till ekvationen ATAx = ATb dr mindre in eller lika med
miny |[Ax — b| (6 poéng)
Lycka till!

/Malin



