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LU Ritta  ponkt
P& LU som H9gger
NArmast Vas

P Ugger pd Urmjen definarad av ¢

—
v o= OQ
. avstinag
OP = 'l:-u -téEIR
L:ﬂ skali-
—_—
PQ = —t-u + v
P& 1= Il -tu+ v f
gdr som _funiction
— 2
£(t) = lPQ) -'-(-'fu-f\/";-'tu"v")

= ticu) ~ 2+ <o v+ Vv ve)

jBrnfSr f(t) s atf+bt + ¢

——)
1) 20 J3 PR 20 (< megaiiy
£(4) g Ay

bi-Hac < O

2 O <=

fo"sm?nﬁ

s2 2
(_2<u,v->) —L{(<u,u>)<V",v—>) £O

2
L (<o, D) € (<000 v e)
(<u)v—>)? £ (<U;U>,<V':V‘>)

[<o,v>] < Holl-llv{ VSV

£l+) = a‘t?+|7++c

£'(t) = 22¢ ¢+ b =L
22
£7(8) = 22 (pasitv
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T PRI = f(tor,) - <u,u>(2 <u,>) f
2<u, ud

- Z2<u, v ((_L_J_’_V___{) + v v

<0
dX vppnis OF : + O
M7~
—
OF - <o, v=> )
O <O,V = 7
(u)u)

av s <v,v> ZAr La"r‘lgdeﬂ v Prc‘;j‘ek'tfbﬂ

av v pa o,

DEF.

v och v ér or-toc:)Om:.nla ey <U,v*> = O
(vi'rﬂi:zlr,é\f-a)

DeF.

Er bas {E‘j}n dar < &; €« ? "{
j=1

kallas ortormrormerad bas.

71 om j: ke
Oom J':Fk

Sk 2 Produk‘t

ra \

Or tonorrm < radh Nor r
bog /
\ Léﬂgd

1. 5J<.aférprodul<t (PR kotlvmn vektc\r)

.. Geometrisic betl/delse av skala"rproduk-t
("hénk hutr cos e ] RAmoer med
e

3. Bevis av -trf'eﬂgc'lolrkhe-b £
Cavchy- Schwartz olikhet



09qO971~ LIN _JARA AVBILDNINGAK |

per,
Linj2r avblldn l’ﬂa Zr en (vektorvdrd) fumktion

P;;_‘.’; ettt yazktorrorm sormn UPP-FL/He.-r .f’cﬁ_/jehcle
chm 5]<2~f9e'r

@D T(v+G) = T(V)+ T(S) fér alla O,v « V
@ T (av) = 2aT(V) fralla 2 elR occhr
VeV

T: V — W

v T (V) (

ex.] v:i= ﬂ?n) W= /Rm

T(U)"c AV diAr A Br enn matris mxn (
A(C+Y) = [a,,. . .. 2. U, v,
2o o 2'“% U, + v
R s
211(U’+V1)*2,2(U2+V?)'f‘__ . 21,,(0,,‘?\/,,)
_ - (
2m1CU')4V1)+'- - e e e e L. +2mﬂ(uﬂ+vﬂ)
m x| (
((2‘11011' 200 "+21hun)‘+ (anv-. LV __*2,,.1\/,.,)

= 21 U1--— 'HV... - -
1 )+(2 1 ) =ACJ“'“AV‘ @



All+ s egcﬂskap 1 uPP—Fy”S‘,
Egenskap z oppfylls (vPsa sjdivl)

r

Ger att v ——— Av Ar Lfﬂj’ér 2v b?(dh‘fmg_

-

| vektarrurm =av gcome'trl'ska ve lkatorer
pA ett plan, rotation Br =n Unjar avbildning,

ex. 3.
Alla deriverbara fonktioner pa /R"ér. el

vektorcom  Derivatanm Ar «n Lfﬁjéﬂr
va?(dnfmca D:C' —s ¢

ex. .

Polyrmom av grad s nm Br ettt vektorrum P

2

D (P(O)’ P(‘])JP(Z)- 900 5o P(M))T- er’ (?"‘?j-ér
.::vb'!fdﬁl’r}s\

p —— R7

S5ATS,

(om e mMmatris av Lt’ﬁ_jé‘nr avbfldnr,—,9)
—chf (V;~ {ej}_js-' ) och (U'V‘1 {4&'}":1)
dZr V oen W Br vektorrom

cen (€))7, n bas 1V sams

{‘ﬁrk}k’:, =rn bas T W

_Fér v.grje (Tﬂ)’ér vt {d'ﬁf,;—q9 mofSV;rcgr

=n och endast «en matris x4 sS&dant
»

4+ = E ’ . .

= o VvV VJQ OCh



Exempel.

Retrale £t Pa (Polymom 2w 9r-ad < 3)

P(x) = ax +bx’+cx +d

oo r'l;:+url(’9 (dV'S {1))(7)(2))(3})
bos {x"} 3
< =

t . e, P(X):2K3+x?+'—l>(+5

hgr koor‘dfﬂg‘tgrna =

L-f
1

>
Betralk+a lrﬁquil" avbildnin

9

. !
P r > P de=rivatam bl?r

o: P, — PB pPelynom < 2

tfoex. Pli<): 6x® +2x+ 4 € P,

P'(x) thar koordima+te, [H
2
-
o100
A Co 2 o =
CcoO 3 vR2r veektor
(oo Nols! é‘ P x)
vy
+.e&x, [O1TTO 5 &~ Aderivatsn
Q02 O H : |2
o0 3 1 &
cooco /' Z =

Hqxy  Hxq 4> 1



Retralctaza =+tt gocl-t:\/ck'(c'g-t Poh/r-soww T

P{x) s ax’® +bx? +ecx + d

<

2N
Laxris \2
= RIS
i o+k
Petrakta A - (P)ﬁ — TR 2

v Cr

koordlmaterma d)

v koorcllmater o

o N6vo /4 - P m.2.p. bas
aglojzici|| €| . |2b - < 3
olojof 3| g’ 32 . { ’.}“ =o )
MAVACACT o
\L J— J, \. s g ’

P(1) PO p(x?) O(x3) o (<?) (<% (<)

N . g
L= > 3% +(2BXX + (1) - P (x)

D(1)-d + Dx)-c +D(x*)-b + D(x}).3

N
U'f\a_
N—

2 D(d+ex+ bx?+ax?)
B@V{S AV satsen.

Matrisern A sor har (T(VJ'))F_— Kolor M er

(fSr oss jfus+

A = ((T(@,))F (T(f;))F o (T(@))::) 1 5+ ki)

PRssar
dAr (T(GJ-)); 2r kolommyektor o

koordimater av _,_(e_,‘) P L_pas\ {jﬁ. ~
b=

=X pPlx) s T1=1-1 (D(w))g . (;;)

Lo |

D(x%) = Z2x: 2. % o
20142 % +0O-x7+ Q- x2

), - ( g)
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A - (r) (T(@) Ve T,

Va

H

((V., T(e,)+.. ... + Vﬂ’T‘(fﬂ)) )

T Ar limjér

(('r(v_, e, ). ..+ T(V"e”)),__J

N

- ((T(v,,e,-r.....\/,,fh)),__) = T

- '

\';'__

FOLJESATS

Det rdeker att vets vart basvelk+tore,
avbildas "FC(D’V att vetas FAela L?"?J'Z:S#’a
zavbffdm:’rwgen,

DeF :

Om x < V (d:lrméhgd 3 Vek-f:c:;rr-om)
sBdant 2ttt £S5 v, e X = (b+v) e X
S 2elK => a.-v X
oltr X e—t+ vektorrom m.a.p samma

oper:a—tt’one:r vi hade ¢ V, och X Ealla s

delrom av V.

Exe=rmpel.
O T = L?m)zﬁr T:V —F Y
déi ér T(V) delrum { w



pPETERMINAN IR,

1T O

kvadratisi<a matriser paor deta@rminantes,

Der.
En determinamt 2r ettt tal sorms |carg I<tAri Seray
e kKradratisk metod .

F_,,.vn<-r1‘6‘r.’

Permotation av n Ar en ordnad -f’o”jd av
t=a] 1. .M

=X 8,5 (1,34,2) PS,) s (-1 =1
de - (523; 1,‘4)2) P(dz) = ("" 7)4"’7

avs, hur MBS o ¢
fa=! ordﬂ7h9

(anial orvdnda par)
FPermutation : (- 1)

LEMMA :

Om vi byter plats PR tvd tal T en
permutation & =K byts tecken PR P(d)
ex. P((2,3,1) = (1)1

av 3 méjUga par stir
Zst. U ormvAnd ordnc’rqﬁ
FP(1,3,2) = (-1)'=~1
P(1,2,3) = (-1)°=7

DeTeRMHINANT

N P~ I
det(A) = 1 -2"% = > 2 P(d)216122?2.. 1

Ger,
alla mor'J'(l'g_-a
P"—'f"“’U"'afian?r

-

211 212 l

Q21 Az2 P((1,2)) D423,, * P((2,7))212221

P« {(1,2), (2,1}



=x. -{(1,2,3),(2,1,3),(1,3,2),(3,1,2),(3,2,1),(2,37)]

2,, Dz Az (
: P(1,2,3)2,,2,,R., * .
221 222 223 ) 17 22 23 5 QOS5 Vv,
mMmed T +t{] sorm
231 232 233 +rd:°c3aare

CoenNsikkaPeR TILL DeTermMiNAaANT

1 orm 1 bt,/+e'rpf-f~.=+s P-‘3 2 r.ader/kc!umne_»r
ba,/'i-s teckrn et = de-{-:rmiﬁaﬂ-,.eﬁ

2 om v adderar = rad/moltipel av en rao
Eyts — J tecken,

3. det(A) = det (A7)
4. ]21.,.[91 22+b2,,__2n+bhl :!2.1“_2'_‘}4-{!;1”‘ bn{

._te:ﬂ
tla,... 2. t2,. .  ta,] T
SR ALA Dessa
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Zr Uka s8 ZAr det(A) = O
(
" ) |1-4-8 4-4-9 1-9-9
78 7 961) 18 -2 1 3-3 13-3
%1) (—&(
~2-13 O e -13-2 -3 3 1 -3 32 1
'+ 8 o N"OSQD’“ °© 8 Z )(2)~08:L
1 3 -3 7 1-33 1 [l ©-13-2 S 312
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kolumne-r tgen
nU kfﬂcnkef'f'
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Om man flyttar alla skivor entf’9-l_— Vi,

=2 Zndras ej totala \/Olymc—?m

Vol (\/1)\\/2/ \V.B) - VOI (V.“ \y2 + V"‘ N \v3)

Vol (W, V, V) =Vol(WU, U,, U,) = det(\va

\VzT
d2r U_'T ’ 3 co \\/3+
< = T
v, " [2 o ZJ det [ ¥
L, " L.’
2 U, ™
Vol (0,,0;,0;)
=[O -1, - NNos [
[L) h
dc.“:[ 11—} - a.b-c
‘UaT 5:{? B -Iad—bc}
L)
v “(a,b)
KONNA :

Determinant berdkna
RAkNeregler, ti HE i pa
Geometrisk bf-’—‘tt/cle(se

Definttfon av dedterminan+t



N A
Memorerihgsl’egler «FéSr DETEeRMINANT

+ - + + + 2x2 och 3Ix3
38
cecensKAPEE
V'i
@D det 1.-/’ . det | : (uppf’yll.sav
\I/Jo VJ'+ V.‘ VO(ymen)
va .
det . a-det(” (cppfyls av (
O - (2 el — v/ volymen bbortsett
Vi v B tecken
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! neg. jo
@ de* 11 O ] 7 volym av ok
O ! 1 M, stdorna 1
! L
ar ]
17 2 3 12 3
{'—(56 )(1) "las 6 )f“')_
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-6 -7-8 -6-7-8 & 79
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F 9 11 T2 3 12 3
Betrakta
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¢ j Kk Ch 2 ek =T = OxE
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DN T N &Y TSN T TN
@) (&,0)
BeVIS
0, U, O=
V") V? VS

i

O eller (vat’, D) = O

N

2,0 +a,jra,k - (2,2,,3,)

(O Y\F—;G) = 2,0, * 2,0, + A505

U—,Uz Ug :O

@) <5,7>=0 (eller <Gxi &> = 0)

C B&EVIS:

({adarmt sorm ovan.

—

w vimkelr At mot G och
<X,20 +bF)> = 2<K35,0> + b<l, 7> = O
| E 1 '-\J
= o
orm O oekh v Ar L\'ﬁjéﬂl’ obezroen de
2
s3 {:2\5 % b\?} Sr =+ F'éh,

{ 21+s3 Fr W vimkelhl At ot P)ame'ﬁ‘,
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aOrm J OCI"W V_"' (i’nj;é;r‘t beroehde/ en ayv dzw\

— — = O samrma
G st AS o tal | e TAlng
DXJ— - 104 ﬂ //< _ o
U-v Uz U3 L
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T [{:u;-tvz-w; :'&[V;VZ‘G:l - C;o&‘bfn)
= v V—-,Vz = :
alltsx om 6& v L?mj, bercende

s Zr O x\v =



Memrerihag
regeln

S @-26+ 3+ k15 ~k-2:H —i-3-5 - jj-1-6
= (-3)d + &y - Bk
= (_3)6)—3) som vek-bor./

Betrakta vw sor— &Hr Vvimkel rA+ ot

P lenet
gernom O och v och hay Iz'rvgd 7.
_ = - w, Ww
O xv—y W > = g 2 3 ~ ( P
> e L i =t Vel((W,4,7))
L Y geometrisk

betydelse av
dete rminant

- + arean Aav Para“e”o- i
gram
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f

fd e T g

=i nﬁns'ra:s u—tb\/ggcl pR O oo v 2

4 © Angs ;
n?ed |

)

Observera att \ "
Gxv || w v '

S <O x v, 0>
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- ar Jo
SLUTSATS

— ' /4 » -
G xVv #Hr en velktor,som a2ir VinkelrZt ot G

oen U och har léngd Cla mied arean

P

av parallellogrammet U‘Ebc/gg—f: av O och



TRIPPELPRODUKT &2V VEKTORER.

— e

O, , w Ar ett tal <Oxv, K32

e tikenr "o

7 Prelc ke 2r det jw, W, W, U, U, U,
R N
JVa Ve Ve | Tw, w, w,
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TN 0,

x + 2y +3z =1
Zy+z =73

X +2 = g

17 2 (7 2 )
3 4 3 4
5 6
@ ekvationssys+er

Gauvss rad reduce r?ﬂs

P?vot elerment
Parame-trisk lcg.sr)ir‘za
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olSsbar+ s ystem
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S
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— J
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@Vek-&orrum oOch [ij,é'xr.f_-\ va?ﬁdn;’ngar

Defintticoner

825{ L?hjérfoberoende
spdrner hela rom

+ ex B ) e, (1,00) ek (S+andad)
ez = (O, "}O) bas H RS
fs :(O/OJ 1)
Jg - e, = (1,1,0) P
€, = (2,1,0) bast R ?

&€ = (-1,0,1)

TEOR)

O etE vektorrgm har en bas av ~
vektorer s3 har oo baser P det
rommet rm vektorer

DIMeNSIONER av  ROM -
1. R® Z&r 2 dimenstone]
Z. span ((o, 1,2,3), (O, ’!,O,H))

— —
dvs de Ay
lirm )'éf + oclbero=rde
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L€HM2 laeyr ja bbr.

| n-dPrmenslonesllt rom Sr -ﬁﬁ(j.‘ande
ekvivalent

l.$y$+em avr N vektorer é{r en ba g

2 —_— ) — 2r Uhjé{r+ oberoende

3 it I SPéuhner hela romme &



BEVIS.
/l — Z (de_-_(ini-h'or\)
3

= >

( e ] s )

1
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ry
= P ——

och VJ' f_‘j € span ( {#“}a:ﬂ-;)

sXK —_— 2 S

-
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"y
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e
~A 9
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4
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3 => |

betrakta system

{\Vf}j‘:" s&da nt att span ({\VJ'}J':‘\) z \/

fall Gnj. obercoende ==> bas

o ¥ .
a2amnta att {\Vj}j=" Ar LT"'?_/. Obercende
dvs, .F?nms‘ 1 < Kk £ n

s2dant at+t+ W, - 2,V + 2:<~1\Ve-7

fSr a2, . a4, . iR
span ({\\/ Vieer WV, .. WV })

dvs/ - span ({\VT..---\Vn})

\Vkmigd -(:L/ orm U = x,,\\/,-r.__.-+x,,\V,,
s8 © - (X"‘sz)\\/"‘.
+ (xk—‘;* Xk: 2;‘,1)\Vk_1

+ X:41\\/k4,+....+xﬁ\v

= > U & sSspan ({\vf}j:‘l J‘::k)
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b e=tr Fo / g {@k L
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Nam Yl | I0U ) =P ) DY S NUVOO ST S
. sats 2.8
LAt A vara nxn matris,

42 Ar —f’észmde = kvivale~t

21) A har en TAver s (?mver-f:e-rb.gr)

b) A GEr = N XN ?den'tf-te--fsma-trfg (1 O)

q:'-F'l: =r 6-‘1&033
roadre o u:en’na

c) A har m pivot =lemen+t

d)Ax = O har en enda lésmIQ9, <=0

e) kolvmNvek torer v A Ar (7,-y-_2",r_} |

£) L’w-»jz’ir av bﬁ’(dh’rm9 s Fay obz roende |
matris A Zr ett-mot- ett (injektiv)

9) AX = b Ar ISsbar ,Fc"Sr ala 5 & R” (

h) kolumnmnvelktorer av A 5;32'1"7:’7&-»' R"

U X ——— AX sorjektty

J)j nxrm matrlis ( s3dant att CA - T,

=) ﬂ nxrn  matrds D sSdant oth AD =T,

D A thverterbay

m) det (A) == O

g=ormetrisk+ .

voly ™ av R vektorer

ejs no (|
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201188 zlkvatiorm =av
=en Unje ¢ R3
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X :X°+2-t x —X, =at
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b a & -
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<
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