Tentamen
MVES505 Diskret Matematik TM1

2022-06-03 k1. 14.00-18.00

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Peter Hegarty, telefon: 070-5705475
Hjdlpmedel: Inga

For godkéant pa tentan kriavs 55 poéng, inklusive eventuella bonuspoéng erhallna fran inlimningsuppgifterna un-
der VT-2022. Preliminirt sa kriavs 73 poing for betyget 4 och 90 poing for betyget 5. Dessa grinser kan minskas
men inte hojas i efterhand.

Losningar 14ggs ut pa kursens Canvassida direkt efter tentan. Tentan rittas och bedéms anonymt. Resultatet

meddelas i Ladok senast den 24 juni. Granskning ordnas dérefter av kursansvrig.

OBS! Alla stegen i dina resonemang méaste motiveras vil i skrift och alla berdkningar visas. Det
ar i huvudsak tillvigagangssitten och motiveringarna som ger poéng, inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara réknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Om du i en 16sning av nagon av uppgifterna 1-5 aberopar en sats fran kurslitteraturen sa behdver
du inte inkludera ett bevis av satsen. I uppgift 1 behéver du inte ange svaren som explicita
decimaltal.

Jag bifogar 3 exemplar av Figur 4A sa att ni har extra kladdpapper.

Var god viind!



Uppgifterna

1. T engelska Premier League spelar 20 lag. Sdsongen 2021-22 har precis tagit slut.
(a) Hur manga mojlighter finns det for slutstéllningen (dvs placeringen av lagen fran
1-20)
i. om man vet vilka 20 lag som spelade i arets upplaga men inget mer ?

ii. om man bara vet vilka 92 lag som spelar i den engelska ligan sammanlagt och
att det handlar om 20 av dessa ?

iii. om man vet vilka 20 lag som var med i PL och dessutom att minst en av Burnley
och Watford blev nedflyttade!, dvs hamnade pa nagon av de 3 sista
positionerna, ?

(b) Vann gjorde Manchester City, vars facit var 29 vinster, 6 oavgjorda och 3 forluster.
Hur méanga mojligheter ger detta for det detaljerade facitet som anger resultatet
(vinst, oavgjort eller forlust) pa varje enskild match som de spelade ?

(c) De 20 lagen gjorde totalt 1071 mal under sidsongen. Minst antal mal gjorde Norwich
med 23 st. Alla 6vriga lag gjorde minst 24 mal var. Hur manga mdjligheter lamnar
detta for listan av antalet gjorda mal per lag ?

2. Bestdm en formel for talen (a,)52, som uppfyller rekursionen

a=1, a1 =4, a,=8a,_1 —12a,_2+ 2" +10, Vn > 2.

3. (a) Bestdm den allménna losningen till den Diofantiska ekvationen
1162 — 35y = 1000

samt alla 16sningarna som uppfyller |z| + |y| < 300.
(b) For vilka b € Z har kongruensen

70x = b (mod 232)

en 16sning ? Vilj nagot sadant b (ditt val 1), forutom b = 0, och bestdm den allménna
16sningen i det fallet.

Var god viind!

!Bada nedflyttades faktiskt. Men det vet man ej i denna uppgift. Det enda man vet &r att minst en av dem
blev nedflyttade.

(8p)

(3p)

(3p)

(8p)

(5p)



4. (a) Lat G vara nétverket i Figur 4A och lat G* vara den underliggande, oriktade och
oviktade grafen.

i. Légg till sa fa kanter som mojligt till G* sa att den resulterande grafen dr fortsatt
enkel men har en Eulerkrets. Ange ocksa en explicit Eulerkrets i denna graf.

ii. Tillampa Ford-Fulkerson algoritmen for att bestimma ett maximum flode fran s
till £ och en motsvarande minimum cut i G. Ange tydligt vilken f-augmenterande
stig du viéljer i varje steg. Rita det slutgiltiga flodet i sin helhet och indikera
motsvarande minimum cut.

(b) Tillimpa Gale-Shapley algoritmen for att hitta en stabil matchning for datan i Figur
4B. Anvind konventionen att det ar elementen i X som friar. Skriv tydligt vilka
frianden och avslag som utdelas och tillstandet for stringarna i varje steg, samt den
slutgiltiga stabila matchningen.

5. Bevisa att om varje kant i K¢ fargas antingen rod eller bla, det maste finnas en monokrom
triangel (dvs en K3-delgraf dér alla kanterna har samma firg).

6. Formulera och bevisa Inklusion-Exklusion principen fér en union av dndligt manga andliga
méngder Ay, As, ..., Ay.

7. (a) Formulera och bevisa Lagranges sats fér grupper.

(b) Formulera Eulers sats i modulér aritmetik och forklara hur den foljer fran Lagranges
sats (hér ricker det med en skiss, du behover inte ge alla detaljerna).

8. Formulera och bevisa satsen av Dirac som séger informellt att en enkel graf med tillrackligt
manga kanter som &r tillrickligt jamnt fordelade garanteras ha en Hamiltoncykel.

Go n’eiri an b6thar libh!

(3p)

(6p)

(6p)



1. (a) i

ii.

iii.

(b) Det

Losningar Diskret Matematik TM1, 220603

Det ar helt enkelt antalet sitt att ordna de 20 lagen, alltsa 20!.

Man maste vilja 20 lag fran 92 st med hénsyn till ordning, sa antalet mojligheter
dr P(92, 20) = 2.

Svaret ar 20! — N, diar N &r antalet slutstéllningar dér varken Burnley eller
Watford finns bland de 3 sista lagen. For att bestimma N kan vi tédnka oss att
vi

- forst viljer 3 av de 18 ovriga lagen for nedflyttningspositionerna. Hansyn ska
tas till ordning sa detta val kan goras pa P(18, 3) = 18- 17 - 16 siitt

- sedan ordnar de resterande 17 lagen, vilket kan goras pa 17! sétt.

Enligt MP &r saledes N = 18 - 17- 16 - 17!, vilket medfor att svaret pa uppgiften
ar 20! —18-17-16- 171 =171(20-19-18 — 18 - 17 - 16) = 108 - 18

ar som att gora ett ord med 38 bokstéiver, varav 29 &r V, 6 &r O och 3 &r F.

Enligt multinomialsatsen dr antalet mojliga ord ﬁgim.

(c) Har

placerar vi identiska bollar (malen) i atskiljbara lador (lagen). Forst ska Norwich

fa 23 mal och alla 6vriga lagen ska fa 24 mal var. Da har man kvar 1071 — (19 - 24 +
23) = 592 bollar som kan foérdelas valfritt bland de 19 lagen férutom Norwich. Enligt

Proposition 1.11 ar antalet mojligheter for fordelningen (

5921;}9171) = (61180) :

2. Step 1: The characteristic equation is 22 = 8z — 12, which has roots z; = 2, x5 = 6. Hence
the general solution of the homogeneous equation is

ah,n:(]1~2”+C’2-6".

Step 2: Since 2 is a root of multiplicity one of the characteristic equation, whereas 1 is not

a root at

where

Inserting

Secondly,

all, our choice of a particular solution should look like

Ap,n = Gpy,n + Qpy n,

n
ap,,n==0C3-n-2"  ap, n =Cy.
into the recurrence gives, firstly,

Cy=8Cy —12C4 +10 = Cy = 2.

C3n2" = 8C3(n —1)2""1 —1203(n — 2)2" 2 +2- 2™,

The coefficients of n2™ will cancel exactly and comparing coefficients of 2" yields

8C! 12C5 - 2
_8Cy | 12C3

0=
2 22

+2=C3=-—1.

Step 3: Hence, the general solution of the recurrence is

an = ah,n +ap17n +a/p27n = Cl . 2" +02 . 6n — n2n +2

Insert the initial conditions:

n=0: ag=1=C1+Co+2=C1 +Cy = —1,
n=1: a=4=201+6C,—1-2' +2=C; +3C, = —2.



3.

4.

Solving yields C; = —5/2, Cy = 3/2 and hence

3
an:§~6"—(2n+5)~2”_1+2.

(a) Forst Euklides framat:

(a)

116 = 3 - 35 + 11,
35=3-11+2,
11=5-2+41.

Sedan bakat:

1=11-5-2

=11 -5(35—3-11)

—16-11—5-35

= 16(116 — 3 -35) — 5 - 35
= 1=16-116 — 53 - 35. (1)

Den allménna 16sningen (notera minustecknet !) lyder

b
x:mxo—(d>n, y:myo—(%>n,n€Z (2)

och enligt (1) har vi hir xg = 16, yo = 53, m = 1000, a = 116, b = 35, d = 1.
Inséttning in i (2) ger

z = 16000 — 35n, y = 53000 — 116n, n € Z.

Tar vi n = [1090] = 457 far vi lésningen x = 5, y = —13, vilket &r den som

minimerar |z| + |y|. Ovriga 16sningar som uppfyller |z| + |y| < 300 &r de som svarar
mot n = 455, 456, 458, ndmligen respektivt (75, 219), (40, 103), (=30, —129).
Notera fran del (a) att SGD(35, 116) = 1. Eftersom 70 = 2 - 35 och 232 = 2 - 116 sa
foljer det att SGD(70, 232) = 2. Dérmed har kongruensen en 16sning om och endast
om b &r en multipel av 2.

Satt b = 2¢. Da giller att

70z = b (mod 232) < 35z = ¢ (mod 116) < 2 = 35" ¢ (mod 116).

Men enligt (1) sa dr 357! = —53 = 63 (mod 116), vilket ger den allminna losningen
=63 (%) (mod 116).

i. Det finns 6 noder av udda grad, nédmligen s, b, ¢, d, f, g. Om vi ldgger till t.ex.
de tre kanterna {s, b}, {c, g}, {d, f} sa far vi en graf som &r fortsatt enkel och
dér varje nod har nu jamn grad. Denna graf har siledes en Eulerkrets och ett
exempel pa en sadan Ar

s—+a—-b—-s—sc—ob—-g=>t—-h—-g—=c—>e—b
—+h—oe—stoi—se>foi—>d—c— f—>d—s.



ii. Exemeplvis skulle algoritmen kunna fortskrida sahér (det finns andra alternativ):

Steg ‘ f-augmenterande stig ‘ Okning i flodets styrka ‘
1 s—a—>b—>g—t 4
2 s—a—>b—h—t 2
3 s—>c—e—t 7
4 s—>c—e—>h—t 1
5 s—=d—1—t 7
6 s—>d—c—f—oe—>h—ot 2
Sammanlagd flodesstyrka 23

Det slutgiltiga flodet illustreras i Figur L.4. Méngden av noder som nu kan
nas fran s via en augmenterande stig dr S = {s, a, ¢, d, i}. Sétt T = V\S =
{b, e, f, g, h, t}. Da har vi

(S, T)=cla, b) +c(e,e)+c(e, f)+e(i,t) =64+8+2+T7T=23=|f|.

(b) Algoritmen fortskrider enligt foljande tabell. Tillstandet pa stringarna efter Steg 3
ger den slutgiltiga stabila matchningen.

Steg ‘ Frianden ‘ Avslag ‘ Strangarna ‘
1 | (a, 4), (B, B), (v, B), (6, 4) | (4,9), (B, B) (4, a), (B, v)
2 (8, A), (6, B) (4, a), (B, 7) (4, B), (B, 9)
3 (a, D), (v, C) inga (4, 8), (B, 9), (C, v), (D, @)

. Forestill dig att de 6 noderna representerar personer, och att en kant firgas bla (resp. réd)
om dessa tva #dr vanner (resp. fiender). Vi maste bevisa att oavsett relationerna mellan de
6 personerna maste det antingen finnas en grupp av 3 omsesidiga vénner eller en grupp av
3 omsesidiga fiender.

Betrakta en person, spelar ingen roll vilken. Kalla honom for P. Det finns 5 6vriga personer
och eftersom 5 > 2 - 2, enligt ladprincipen maste P antingen ha minst 3 vanner eller minst
3 fiender.

WLOG antag att P har minst 3 vénner - det blir samma argument om han har minst 3
fiender, bara man byter ut ordet “van” mot “fiende” dverallt. Om tva som helst av hans
vanner ar ocksa véanner da har vi en grupp av 3 omsesidiga vinner, ndmligen dessa tva
plus P. Enda alternativet &r att alla P:s vinner &r omsesidiga fiender, men da utgor dessa
en grupp pa minst 3 omsesidiga fiender.

. Sats 2.9 i foreldsningsanteckningarna.

(a) Sats 9.13 i foreldsningsanteckningarna.

(b) Eulers sats &r Sats 11.7 i foreldsningsanteckningarna. Den foljer fran Sats 9.13 via
Korollarium 9.15, nér den senare tillimpas pa den mulktiplikativa gruppen Z).

. Sats 16.4 i féreldasningsanteckningarna.
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