Tentamen 1 Diskret Matematik MVES505,
2019-06-12

Examinator: Johan Wistlund, tel 073-500 25 83.

Tillatna hjdlpmedel: Handskriven “formelsamling” pa ett A4-ark (2 sidor).
Ej minirdknare!

Varje uppgift ger maximalt 5 podng. For betygen 3, 4, 5 kravs 20, 28
respektive 36 poang (inklusive bonuspoéng).

1. Bestédm alla positiva heltalslosningar till ekvationen 98z + 161y = 4536.

2. For vilka av foljande berdkningsproblem kénner man idag till algoritmer
som gar i tid polynomiell i lingden av input? Pa den har uppgiften
behover ingen motivering ges till svaren. En podng per réatt utéver 5.

(a) Avgora om en graf har en 3-fargning.

(b) Sortera en lista av heltal.
(¢) Multiplicera tva heltal.
)

(d) Givet en graf, hitta den storsta méngd av noder i vilken alla par
av noder ar forbundna med en kant.

e) Berakna antalet spannande trad till en graf.

(
(
(
(

f) Avgora om en graf &r smmanhéngande.

g) Avgora om ett tal r primtal.

)
)
)
h) Finna en primfaktor till ett givet tal.
(i) Berdkna a® modulo ¢, dér a, b och ¢ ar givna tal.
)

(j) Hitta ett = (om det finns) som l6ser kongruensen xz® = b (mod ¢),
dér talen a, b och ¢ ar givna.



3. (a) Berdkna inversen till 7 i ringen Zagy.

(b) Berdkna 10% (mod 67).

4. En talfoljd definieras av att

Qg = 1
a] = 2,
Uns2 = 20p41 + 20y, for n > 0.

Ange ett explicit uttryck for a,.

5. Gar foljande position att na i 15-spelet?

11211110
2 13 9
314|115 8
4 | 5|6 |7
6. Hur méanga delméngder finns det av méngden {1,...,20} som inte in-

nehaller tva tal vars differens ar delbar med 37

7. Nisse och Lisa spelar ett spel med en hog med téandstickor, dar ett drag
bestar i att ta bort 1, 4 eller 7 stickor. Den som tar sista stickan vinner.
Om de startar med 100 stickor, vad &r da ett bra forsta drag?

8. Sidoytorna pa en vanlig kubisk tarning &r traditionellt numrerade med
siffrorna 1-6 pa ett séarskilt satt sa att till exempel sidan 1 sitter mitt
emot sidan 6. Men antag att vi tillater vilken numrering som helst. Hur
manga sitt finns det att numrera sidorna pa en kub med siffrorna 1-6,
om numreringar betraktas som samma ifall de kan 6verforas i varandra
genom rotation av kuben?
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1. Det finns tva losningar, x = 20,y = 16 samt = = 43,y = 2.

2. Man kénner till algoritmer i polynomiell tid for problem b, c, e, f, g, i,
men inte for de 6vriga.

3. (a) Inversen till 7 i ringen Zoygg ar 124.
(b) 10% =33 (mod 67).

4. Ett sétt att uttrycka foljden ar

n

1+1/V/3 1-1/V/3
:+T/\/_.(1+\/§)n+T/\/_.(1_\/§)n.
5. Ett sétt att koda positionen som en permutation (dér den tomma rutan
har nummer 16) ar
(1)(2514104 136 1511 39 8 12)(7 16)

Detta ar en udda permutation. Eftersom den tomma rutan ar ett udda
antal (3) steg ifran sitt startldge, gar positionen att na.

111211110
2 113 9
311415 8
4 15|16 |7




6. Hur manga delméngder finns det av méngden {1,...,20} som inte in-
nehaller tva tal vars differens ar delbar med 37

I en sadan méngd kan det finnas hogst ett tal ur varje kongruensklass
modulo 3. For klasserna {1,4,7,10,13,16,19} och {2,5,8,11,14,17,20}
finns 8 mojligheter vardera: antingen &r ett av de 7 talen med, eller
inget av dem. For klassen {3,6,9,12,15,18} finns pa samma sitt 7
mojligheter. Det finns darfor 8- 8- 7 = 448 sadana méangder.

7. P-positionerna blir de antal som &r kongruenta med 0, 2 eller 5 modulo
8 (man ser monstret om man raknar tillrickligt langt). Det innebér att
bland andra 90, 93 96 och 98 &r P-positioner. Det finns darfér tva bra
drag fran 100: Ta bort 4 till 96 eller ta bort 7 till 93.

8. Utan hénsyn till symmetrier blir det 6! = 720 sétt. Men eftersom kuben
har 24 rotationssymmetrier blir det 720/24 = 30 sétt. Detta kan ses som
en tillimpning av Burnsides lemma (dar ingen “fargning” ar fixerad
under nagon annan én den triviala symmetrin), eller s& kan man ridkna
genom att konstatera att det finns 15 sitt att para ihop talen 1-6 for
att bestdmma vilka som ska sitta mitt emot varandra, och déarefter tva
mojliga orienteringar for varje hopparning.



