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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321/MVE395/MVE302

Tid: den 20 augusti 2025, 08:30-13:30 (08:30-12:30 TMA321/MVE395)
Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna anteck-
ningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 7 (respektive 6) fragor om sammanlagt 50 (respektive 40)
poédng. Prelimindra betygsgrianser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 podng

betyg “5”: 40 eller fler poéng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdjliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

Foljande formler kan eventuellt vara till nytta:

n n n
1 2 1 ot
R T
k=1 k=1 k=0
lim (1+a,)’ =e®om lim a,b, =coch lim a, = 0.

1. Merre har tre lador med osorterade skruv av langderna 60mm, 70mm och
80mm. Antalet skruvar av varje sort kan vi se i f6ljande tabell:

60mm 70mm 80mm

Lada nummer 1: 2 2 3
Lada nummer 2: 1 4 2
Lada nummer 3: 3 3 1.

Tabellen avlases sa att det finns 2 st 60mm skruv i Lada nummer 1, 2 st
70mm skruv i Lada nummer 1 etc.

(a) Antag att Merre véljer en lada slumpmaéssigt och sedan tar han tre
skruvar (aterigen slumpmaéssigt) ur den valda ladan. Vad &ar sanno-
likheten att han far en skruv vardera av de tre lingderna?  (2.5p)

(b) Antag aterigen att Merre viljer en lada slumpmaéssigt men nu tar
han tv& skruvar (aterigen slumpmissigt) ur den valda ladan. Vad &r
sannolikheten att dessa tva skruvar har samma léngd? (2.5p)

(c) Antag aterigen att han véljer en lada slumpmaéssigt, men att Merre
sedan bara tar en enda skruv (vald slumpméssigt) fran den valda
ladan. Givet att denna skruv har langd 70mm, vad &ar sannolikheten
att han valde lada nummer 27 (2p)

Losning;:
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(a) Vilater O beteckna hiandelsen att Merre far tre skruvar av olika langd
och vi later Lj vara hindelsen att Merre valde ldda nummer k& dér
k=1,2,3. Viser da att

P(O) = ZS:P(O|LI€)P(LI¢)

1(OH6 L OO0 , OO0
‘3( om0 )
- 12;;;9 - %(z 0.276).

(b) Lat Z beteckna hiandelsen att Merre villjer skruvar av identisk langd.
Vi har att

_1(Q+E+6) , 6+6) 6 +E6)
~ 3 7 + 7 + 7
() () ()
5+7+6 18 2
= = — = —(=~0.286).
3(3) 6 70 )
(c) Lat S beteckna hindelsen att Merre véljer en skruv av langd 70mm.
Vi soker
P(L
P(L}S) = B(SILa) g o
4 P(Ls) 4 1 4
= == = — (=~ 0.444).
TS BESILOPL)  Tries a0 M

2. En véxtgrossist (Dino) planterar chilifrén. Om ett fré gror, sa blir det en
planta som Dino kan sélja for 35 kronor. Antag att grobarheten for dessa
fron ar 75%. Det vill séga, sannolikheten att ett fr6 gror ar 0.75. Antag
ocksé att frona gror oberoende av varandra.

(a) Dino koper 400 fron for 200 kronor och hon sar alla dessa i krukor.
Antag vidare att kostnaden (el, virme, néring etc men inte inraknat
kostnaden for froet) f6r en planta som gror dr 23 kronor, och att en
planta som inte gror kostar Dino 9 kronor. Beridkna den férvintade

vinsten. (3p)
(b) Berikna sannolikheten att Dinos vinst overstiger 4500 SEK sa att
hon nésta sésong kan kdpa ett storre vixthus. (3p)

Losning;:
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(a) Lat X =antalet frén som gror, och observera att det enligt uppgiftens
formulering géller att X ~ Bin(400,0.75). Om V &r vinsten s& har vi
att

V = —200 + (35 — 23) X — 9(400 — X) = —3800 + 21.X

(startkostnad, vinst for en lyckad planta, kostnad for en misslyckad
planta). Vi ser att

E[V] = —3800 + 21E[X] = —3800 + 21 - 400 - 0.75 = 2500,

dér vi anvinde vara kunskaper om binomialférdelningen.

(b) Vi anvinder normalapproximation. Enligt CGS har vi att

X $ N (E[X], Var(X)) = N(400-0.75,400-0.75 - 0.25) = N(300, 75).
Vi ser darfor att

1% g N (E[V], Var(V)) = N(2500, Var(—3800 + 21.X))
= N(2500, 212Var(X)) = N (2500, 441 - 75) = N (2500, 33075).
Vi far darfor att

V —2500 S 4500 — 2500
V33075 T /33075

och denna sannolikheten &r i princip obefintlig.

P(V > 4500) = PP ( ) ~P(Z > 10.99),

3. Betrakta den tvadimensionella kontinuerliga slumpvariabeln (X,Y") med
gemensam téathetsfunktion

flay)=e" om0 <y<z<oo

(a) Beriikna marginaltithetsfunktionerna for X respektive Y och verifi-
era att f(z,y) verkligen &r en tathetsfunktion. (3p)
(b) Berikna Cov(X,Y’), dvs kovariansen mellan X och Y. (3p)

(¢) Lat Z = 1 om X < 1 och lat Z = 0 annars. Antag vidare att
Zy,Zo, Z3 ar oberoende slumpvariabler som alla har samma foérdel-
ning som Z. Berikna P(Z; + Zs + Z3 = 1). (3p)

Losning:

(a) Vi har att

fx(x) = / f(z,y)dy = / e fdy=ze " for 0 <z <

T
0
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och att
fet) = [ faads
= /y e Fdx = [—e‘i];o =e Y for 0 <y < oo.

Uppenbarligen ér f(z,y) > 0 och vidare ar

/ / f(z,y)dzdy
— / fy (y)dy = / e Ydy = [—e_y]go =1.
—0o0 0
Vi har att
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]
dar
< P.I. _ bl
E[Y]:/ ye Vdy ‘=" [~ye "’]8°+/ e Vdy =1
0 0
och

E[X] = / - ze e 2 [—2%e™"]5° +/ 2ze” Tdx = 2.
0 0

Vidare ar

o0 o0 (o] xr
E[XY] :/ / :Eyf(x,y)dxdy:/ / rye *dydz
oo J oo o Jo
o0 3 3 o0

3 o
r° _. . PI. z° 9 —m 3
= —e fdr = | —— + = dr=0+--2=3
/0 26 x { 26 ]O 2/0 e *dx 5

sa att
Cov(X,Y)=E[XY]-E[X|E[Y]=3-2=1.

Vi har att

1 1
P(Z=1)=P(X <1) :/0 fx(z)dx :/0 ze Tdx

Lo geo' 4 | e®de=—e 14 [ =1— 2¢ ! (~ 0.2642).
o 0
0

Vi far dirfor att Z; + Zy + Z3 ~Bin(3,1 — 2e71) och den sdkta
sannolikheten blir da

P(Z1+4+ Zy+ Z35=1)

(D) a2 e 02y =30 2 ae s 0



Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik TMA321/MVE395/MVE302 5

4. Enbart TM: Lat X ha tathetsfunktion

fx(z) =cos(z) for 0 < x < 7/2

(a) Bestdm den momengenererande funktionen fér X. (3p)
(b) Anviind svaret i (a) for att beriikna E[X?]. (3p)
Losning:

(a) Vi har att

/2
I=E[eX] = / e cos(x)dx
0

1

/2 /2
" [sin(z)e™] )7 - t/ e cos(z)dx
0

/2
PL-omt/2 _y ([— COS(:v)e”t]g/2 + t/ et COS(x)CUC)
0
— Tt/2 —t(1+tl) = e™t/2 4 427

sa att
I+t =e™? -t = [ =

(b) Vi anvénder att
E[e*] = EX*),
k=0

sa for att hitta E[X?] kan vi leta upp keofficienten framfér 2. Vi har

att
emt/2 ¢ > 1 /at\F > B
k=0 n=

Viser att Kk = 1,n = 1 och £k = 3,n = 0 &r de enda termerna i
dubbelsumman som bidrar till koefficienten framfér ¢3. Detta ger oss

(F-) g (3) -5(0-D+3))

sa att 5
E[X? :6(1—E) (3) .
(X7 5) T35
5. Betrakta en diskret slumpvariabel X med sannolikhetsfunktion
px(k)=(1- e_b)2 ke P =) for k=1,2,...

dar b > 0 4r en parameter.
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(a) Bestdm maximum likelihood skattaren for b. (4p)

(b) Antag att fyra oberoende forsok ger stickprovet x; = 4,29 = 6,23 =
2,x4 = 5. Anvénd dessa data for att uppskatta sannolikheten att
nésta datapunkt blir minst 3. (2p)

L&sning;:

(a) Vi har att

(1 — e_b)2 Xle_b(Xl_l)
1

n
1=
s& att

1(b) = log(L(b)) = 2nlog (1 —e™%) + ZlogXl - bz X;—1).

For att hitta maximat deriverar vi och far

e~? -
U'(b) = 2n— — > (X —1).

=1

Villkoret I'(b) = 0 ger oss da att

el _ 1 & ¥ 1
T T i,
=1

Vi anviinder sedan att {#- = ¢ har 16sningen = = 5

et — ﬁ 2?:1(Xl - 1)
1+ % 21:1(){1 - 1)

sa att

b:log< %Z Xl—1>—log<21nZ(Xl—1)>

=1 =1

o (1 30 1) -t (B0 1) o (12,

For att sdkerstalla att detta ar ett maximum s betraktar vi

py man L) e (), e
(1—e’ (1—e)

5 <0

da b > 0.
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(b) Lat b beteckna svaret fran (a). Vi har att

n n
b=log <1 + é ;(xl - 1)) —log (é ;(xl - 1))
= log(1 4 13/8) — log(13/8) ~ 0.4796.
Vi soker sedan sannolikheten
PX>3)=1-P(X=2)-P(X =1)
—1-(1- 6*5)2 1e700 (1 - 6*5)2 9e~b(2-1)

—1- (1 — 6*5)2 (1 4 2e*'3) ~ 0.6752.

6. Ett foretag vill hitta fyndigheter av den séllsynta jordartsmetallen Yttri-

um. Foretaget kommer dock inte ihag huruvida man kan hitta Yttrium i
Ytterby utanfér Stockholm (Y-Sthlm), eller i Ytterby utanfor Goteborg
(Y-Gbg). De skickar darfor ut tva géng geologer for att ta prover. Génget
som aker till Y-Sthlm tar 5 prover och génget som aker till Y-Gbg tar
ocksa 5 prover. Resultatet blev som foljer:

Prov nr (Y-Sthlm): 1 2 3 4 5
Halt (ppm): 64 120 97 53 87

Provor (Y-Gbg): 1 2 3 4 5
Halt (ppm): 31 26 43 18 37

Geologerna antar att data &r oberoende och kommer fran normalf6érdel-
ningar med samma varians o2 i bada proven.

(a) Bestdm ett 99% dubbelsidigt konfidensintervall {or skillnaden i halten
Yttrium i marken mellan Y-Sthlm och Y-Gbg. (4p)

(b) Testa huruvida halten i Y-Sthlm &r storre &n halten i Y-Gbg pa
signifikansnivan a = 0.01. Gor detta genom att anvénda lampligt
konfidensintervall och dualiteten mellan konfidensintervall och test.

(3p)
Lo6sning:

(a) Vi kallar halten Yttrium i Y-Sthlm respektive Y-Gbg for ps re-
spektive pg. Vi ombeds bilda ett konfidensintervall for ps — pa.
Om X = (X1,...,X5) betecknar stickprovet fran Y-Sthlm och ¥ =
(Y1,...,Ys) betecknar stickprovet fran Y-Gbg si séiger uppgiftsfor-
muleringen att

2 2
XNN<M57U5) octhN(uG7U5).
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Vi har darfor att

[ — 202
X—YNN<M5—MG,>

5
sa att o
XY — (us —
R= s ~16) 154 5 - 2) = 1(8)
252 /5
dér . o . o
2 _ Zk:l(Xk - X)2 + Zk:l(Yk - Y)2

55 = 5 .
Ett 99% konfidensintervall ges av (med ¢g.005(8) ~ 3.355 och insatta
data)

I#S—#G :Tfy:tto,005(8)8p 2/5
~ 84.2 — 31 £ 3.355 - 20.03 - \/2/5 ~ [10.7,95.7].

(b) Vi vill testa

Hy :ps = pa
Hy :ps > pe.

genom att anviinda dualitetsprincipen. Vi skapar déarfor ett ensidig
intervall pa formen [c,00) for pus — pg, och om 0 inte tillhor detta
intervall s& forkastar vi Hy. Anledningen dr forstas att om 0 & [¢, 00)
s& har vi gott stod for att sdga att skillnaden ar positiv. Rdkningarna
blir mycket lika de i uppgift (a) och vi far att

Lis—pe = [T — T — to.01(8)sp1/2/5, )

~ [84.2 — 31 — 2.896 - 20.03 - \/2/5, 00) ~ [16.52, c0).
D4 0 inte tillhor detta intervall kan vi forkasta Hy till forméan for H;.

7. Antalet jordbévningar (6ver gransvirdet 2 pa Richterskalan) i Kalifornien
under ett ar anses vara Poissonfoérdelat med parameter A > 0. Historiskt
sett har A\ ansetts vara 23.4, men The Rock misstanker att det nu har 6kat
(vilket badar illa for framtiden). The Rock samlar in data under ett ar och
registrerar 28 jordbdvningar.

(a) Anvind The Rocks nyinsamlade data {or att testa pa signifikansnivan
5% huruvida The Rock har ratt i sin misstanke att antalet jordbév-
ningar per ar har ¢kat. Stéll tydligt upp dina hypoteser och berékna
det kritiska omradet. (5p)

(b) Enbart TM: Beriékna p-virde av ditt test. (2p)
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(¢) Enbart TM: Om )\ i sjdlva verket dr 30, vad &r da styrkan for testet?
(2p)

L&sning;:

(a) Vi skall alltsa testa
Hy: \=234
Hy: A>234.

Om X=antalet jordb&vningar under ett ar, sa ar alltsd X ~ Poi(\).
Vi har vidare att d& Ao &r stort s& kan vi normalapproximera och se
att X ~ N(E[X], Var(X)) = N(\, \) s4 att

dar sa klart A\g = 23.4. Vi forkastar Hy till forméan féor H; om vérdet
pa test-statistikan blir for stor. Ett forkastningsomrade for T blir
darfor [1.645,00) da zg.05 A~ 1.645. I vart fall far vi att
T — /\0
T(z) = ~ 0.951,
VAo

s& att T'(x) inte tillhor det kritiska omradet. Vi skall dérfor inte for-
kasta Hy till forméan for H;.

(b) p-virdet ges i detta fall av

P(T(X) > T(x)|Ho) = P(T(X) > 0.951)
=1-P(T(X) <0.951) ~ 1—0.829 ~ 0.17,

med hjalp av tabell.
(c) Styrkan ges av

X A
P ( 0> 1.645‘>\ - 30) — P(X > Ao + 1.645v/20)

Vo
_P(X—3O>/\0+1.645ﬁ—30>
B V30~ V30

~P(Z >0.248) ~ 1 —0.597 = 0.4.



