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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321/MVE395/MVE302

Tid: den 4e juni 2025, 08:30-13:30 TID BEROR PA VERSION

Examinator och jour: Erik Broman

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 6 (respektive 6) frigor om sammanlagt 40 (50) poing.
Preliminédra betygsgrianser dr satta till:

TM:

betyg “3”: 20 till 29 poéng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler poéng.

F/Kf:

betyg “3”: 16 till 23.5 poéng

betyg “4”: 24 till 31.5 podng

betyg “5”: 32 eller fler poing.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

Foljande formler kan eventuellt vara till nytta:

+1

= nn+1) <., nr+1)2n+1) K ., 1—a"
k=—r-—, k* = ; = —
L > =

6 P 1—2z

lim (1+ an)”” =e¢‘om lim a,b, =coch lim a, =0.
n—oo n—oo n—oo

1. Kalle ar pa tivoli och kastar bollar p& en burk for att forsoka sla ned den.
Antag att varje kast kostar 10 SEK, och om Kalle lyckas kasta ned burken
sa far han 100 SEK (han far inte tillbaka insatsen). Antag vidare att Kalle
traffar (vi kan anta att en traff alltid leder till att burken slas ned) varje
kast oberoende och med sannolikhet p.

(a) Om Kalle kastar tills forsta gingen han lyckas tréiffa burken, vad blir

da Kalles forvintade vinst som funktion av p? (2p)
(b) Vad é&r sannolikheten att Kalle traffar sin forsta traff pa ett udda
antal kast? (2p)

(c) Antag nu istéllet att Kalle kastar tills han har triffat tva génger. Vad
ar sannolikheten att Kalle sammanlagt behdver k kast for att uppné
tva traffar? (2p)

Losning: Vi later X vara antalet kast som Kalle behover till och med
forsta traffen. Vi har att X ~Geom(p).
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(a) Vinsten ges av uttrycket 100 — 10X, s& hér efterfragas
1
E[100 — 10X] = 100 — 10E[X] = 100 — 10,

p

dér vi anviander var kunskap om den geometriska fordelningen i det
sista steget.

(b) Vi soker

P(X &rudda) =P(X =1)+P(X =3)+---
=p+p(l—p)P+pl—pt+- = pl-p*

_ - _\2\k 1
=r 3 (-2 =rg

(c) Lat Y = antalet kast till och med andra traffen. Vi ser hér att Y €
{2,3,...}. For att Y = k krévs det att sista kastet &r en traff och att
exakt ett av de tidigare k — 1 kasten skall vara en traff. Darfor blir

P(Y = k)
= P(Kalle triffar exakt 1 av k — 1 kast N Kalle triffar kast nummer k)
=(k—-1pA-p* 2 -p=(k-1)p*(1—p) > fork=2,3,...

Faktorn k£ — 1 kommer fran det faktum att den forsta traffen kan vara
vilken som helst av de k — 1 féregaende kasten.

2. Iridium-192 &r en radioaktiv isotop av Iridium. Tiden det tar for en Iridium-
192 att sonderfalla anses vara exponentialfordelad med parameter A =
1/74. Britta har ett litet prov om 107 Iridium-192 atomer. Hjilp henne
att besvara foljande fragor:

(a) Vad ar sannolikheten att en fix Iridium-192 atom har sénderfallit
efter en sekund? Vad ar sannolikheten att en fix Iridium-192 atom
har sonderfallit efter ett dygn? (2p)

(b) Vad é&r sannolikheten att det efter ett dygn har sénderfallit minst
1000 fler atomkérnor &n forvintat? (3p)

(¢) (Enbart TM:) Vad &r sannolikheten att minst tre av Brittas atomer
har sénderfallit efter en sekund? (2p)

(d) Antag nu att Britta studerar exakt 3 stycken Iridium-192 atomer
lite ndrmare. Hon doper dem till Knatte, Fnatte och Tjatte. Vad
ar sannolikheten att Knatte sonderfaller forst, f6ljt av att Fnatte
sonderfaller och att sist av alla sa sonderfaller Tjatte? (2p)

Losning;:
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(a) Lat T beteckna tiden till sonderfall. Sannolikheten att en Iridium-192
har sonderfallit innan tiden t ges av

t
P(T <t)= / Ae™Mds =1 — e M,
0

Om t =1 (dag) blir detta
1—e Y™ ~0.0134.
Om istéllet ¢t = 1/(3600 - 24) (dag) blir detta
1—e /™ ~1.56-107".
(b) Om vi later
X4 = antalet atomer som har sénderfallit efter ett dygn

sa dr X4 ~Bin(n,p)=Bin(107,0.0134) dir p = 0.0134 kommer fran
fraga (a). Detta kan med fordel normalapproximeras sa att

X4~ N(E[X4], Var(Xy)) = N(np,np(1 — p)),

dér vi anvénder vara kunskaper om binomialférdelningen. Vi ser att
det forvintade antalet atomkirnor som sonderfallit ar

E[X4] = np ~ 107 - 0.0134 = 134000.

Vi soker sedan (med Z ~ N(0,1))

X, — 1000 —
P(Xdan+1000):IP’< a—np_ Pt ”p>

Vop(l—=p) — /np(l—p)

1

~P|2Z> _ 1000 ~P(Z>2.75) =1—P(Z < 2.75)
np(1 —p)

~ 1 —0.997 = 0.003,

dar vi anvande tabell.

(¢) Vi kan Poisson-approximera. Om vi later
X, = antalet atomer som har sonderfallit innan en sekund

s& har vi att X, ~Poi(\) dir A = np = 107 - 1.56 - 10~7 = 1.56. Den

sokta sannolikheten blir darfor

PX;>3)=1-P(X;<2)=1-P(X;,=0)-P(X;=1)-P(X, =2)
A0 Y AL A2

_1_ AP SN W
=1 !e 1!6 2!e =~ (0.206.
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(d) Lat Tk, Tr och T beteckna de tre sonderfallstiderna. Vi soker da
P(Tx > Tr > Tr). Vi kan berikna denna genom att anvinda den ge-
mensamma tathetsfunktionen for alla tre slumpvariablerna, men det
finns ett mycket enklare sitt. Vi observerar att da sonderfallstiderna
ar likafordelade och oberoende s& méste

P(TK>TF>TT):IP(TK>TT>TF):]P>(TF>TK>TT):-'-

Det finns exakt 6 mojligheter som skall summera till 1, sa dérfor
maste vi ha att

P(TK >Tp > TT) =

1
5
3. Lat X vara binomialférdelad med parametrar n,p (dvs X ~Bin(n,p)) och

lat sedan Y =n — X.

(a) Bestdm E[XY] och Cov(X,Y) (dvs kovariansen av X och Y). (4p)
(b) Lat nu U vara likformigt férdelad pa {—1,1}, dvs U ~ U({-1,1})
och antag att U &r oberoende av X,Y. Lat sedan Z = UXY och
berdkna Cov(X, Z). (2p)

Lo6sning:

(a) Vi har att Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y) och da
X +Y = n giller det att Var(X +Y) = Var(n) = 0. Vidare ar det
valkdnt att Var(X) = np(l — p) och dérmed blir ocksd Var(Y) =
n(1 — p)p. Vi ser déarfor att

_ Var(X) + Var(Y)

Cov(X,Y) = 5

= —np(1 —p).

Vi har aven att

—np(l —p) = Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]|E[Y]
=E[XY]—np-n(l—p)

s& att
E[XY] = n’p — n?*p® — np(1 — p)
=n%p —n?p? — np + np? =npn—np—1+p)
(b) Vi har att

Cov(X, Z) = E[X Z] - E[X|E[Z] = E[XUXY] — E[X|E[UXY]
= E[UJE[X?Y] — E[X|E[U]E[XY] = 0,

dér vi anvénde att E[U] = 0.

4. Enbart TM: Lat X ~ U{1,2,3}, dvs X ar likformigt fordelad pa {1, 2, 3}.
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(a) Berdkna den momentgenererande funktionen for X. (1p)

(b) Lat X;, Xo,... vara en i.i.d. sekvens dér X} har samma fordelning

som X iuppgift (a). Berdkna den momentgenererande funktionen for

Yn _ 22:1 Xk — 2n7
vn

och skriv den pa enklast méjliga form. (2p)

(¢) Konvergerar Y,, i fordelning ndr n — oo? I sddana fall, mot vilken

slumpvariabel? (2p)
L&sning;:

(a) Vi har att

el 4+ et + e3¢

3
Mx(t) =E [eX] = > MP(X = k) = .
k=1

(b) Vi har att

iy, () = B fenp (EE2 L2 | o kf[lMXk (t/ V)

t/vm 2t/ 3t/ \ "
_ e—QﬁtMX(t/\/ﬁ)n — o2Vt <e +e +e )

3

(ewﬁ +14 et/\/ﬁ) "
3 :

(c) Vi ser hir att

etV L1 et/
My, (t) = (

3

- L+ L4032 +1+1+ L+ L +0(n3?)
3

3+ £ ! 2 n,
(gn +O(n_3/2)> _ (1 + = +O(n_3/2)> ENRE)
n

3

Dérmed konvergerar den i férdelning och vi kinner igen hogersi-
dan som den momentgenererande funktionen fér en normalférdelad
slumpvariabel med parametrar p = 0 och o2 = 3/2.

5. Betrakta en slumpvariabel X med téathetsfunktion

T 22\ .
fx(x) = gexp <2> for z > 0,

a

dar a > 0 4r en parameter.
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(a) Bestdm momentskattaren (MME:n) for a. (4p)
(b) Bestdm maximum likelihood skattaren (MLE:n) for a. (4p)
L&sning;:

(a) Enligt momentmetoden skall vi berikna vintevirdet av X. Vi har att
< x?
E[X] = / T— exp <—> dz
0 a 2a
2 el 0o 2 00 2
= [35 exp (az)] +/ exp (m) dz = / exp (x) dz.
2a ) |, 0 2a 0 2a

Den sista integralen kan vi rdkna ut implicit. Vi har ju att

1 o ,TQ 21 [e7e] 56'2
2o /_ooexp( 202> * VWU/O exp( 202) “
sa vi ser att
o0 x? T
E[X] = —Z )dz = Z
[(X] /0 exp( 2a> r=+a 5

Momentmetoden sidger da att vi skall ansétta ekvationen

_ 2 __
X =Va /S saatta=—-X,
2 s

blir var momentskattare.
(b) Vi borjar med att berékna likelihooden:

och bildar sedan log-likelihooden:

B . n B i )
l(a) =log L(a) = —nlog(a) + kz::llog(Xk) 50 ;Xk.

Vi ser da att .
V)= -" 4 1 P ¢
a 2~ k

och att

n

n 1 9
l//(a) = ? — EZX]C
k=1

Ekvationen !’(a) = 0 ger oss 16sningen
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och stoppar man in detta i yttrycket for I”(a) sa ser vi att

. n 1 < 1 S XP n
RRRFEES YA 31 O
k=1

-2 53 52 1 n 2
a a a 3m 2he1 X
s& vi har hittat ett maximum.

6. Ett ging forskare har kommit fram till att en viss kvantitet &r likformigt
fordelat pa intervallet [0,6], dir 6 > 0. Problemet &r att de inte vet vad
vardet pa 6 ar. Forskarna tar darfor ett i.i.d. stickprov X = (X1q,...,X,,)
dér n = 43 och dir X, ~ U[0,0]. Medelvirdet av dessa métningar blev
92.3.

(a) Bestdm ett 95% konfidensintervall {or 6. (5p)

(b) En av forskarna (Jons-Harald) kommer i sista dgonblick pa att han
vill ha ett 95% konfidensintervall for /2. Hitta ett sadant at ho-
nom. (Motivera och std ditt svar med relevanta rdkningar.)  (2p)

Lo6sning:

(a) Vi har begriansat med information, men vi vet att om X ~ U0, 0] sa
ar
2

= E'

Vi kan nu applicera centrala gréinsvardessatsen pa

E[X] = g och Var(X)

- 1 0 62
X=- > Xy~ N (E[X4], Var(X,)) = N <2, m)

s& en lamplig referensvariabel blir

X-0/2 — % - X N
Wﬂ/ﬁ(e X 1/2)%?(29 1>~N(0’1).

Vi har fran tabellen att zg go5 =~ 1.96 och vi ser d& att
X
095=P(-1.96 < Z<1.96)~P|—-1.96 <+V3n 2; —1) <1.96

1.96 X 1.96 2X 2X
=Pl1- =<2 <14+ = |=P| —— <0< ——
( An = 6 — + B ) <1+ 196 =7 = 1 _ 1.96)

V3n V3n
Ett 95% numeriskt konfidensintervall for 8 blir darfor
2X 2X

19677 _ 196
I+ 1 v

I(;%

] ~ [157.4,223.1] ~ [157,223].
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Om man istédllet anvénder “ingenjors-approachen” far man att

X0 X-0p X0

N(0,1),

diir vi anvinde att = 2X. Man far da att

X —6/2
0.95=P(-1.96 < Z < 1.96) ~ P (—1.96 < X072 < 1.96)
X /V3n

X — X
=P -1.96— < X —60/2<1.96——
< V3n /2s \/3n)

— X — X
=P 2X—2-1.96<0<2X+2~1.96>
( Vn Van

Ett 95% numeriskt konfidensintervall for 6 blir darfor

T
Ip =~ 2T +2-1.96—— =~ [152.74,216.45] ~ [153, 216].

(b) Vi har fran deluppgift (a) att

2X 2X
0.95::1[”(1 156 <9<1_L%>

V3n
1.96 1.96
iR SN St
X o\ 2x

s& ett 95% numeriskt konfidensintervall fér 6~1/2 blir darfor

_ 196 1+ 1.96
Iy1je 5 ﬁ 5 %37 ~ [0.0669, 0.0797] ~ [0.070, 0.080].

Om man istéllet viljer ingenjérsapproachen far man
Iy-1/2 = [0.0680,0.0809] ~ [0.068,0.081].

7. Sémnforskaren Jan-Erik intresserar sig for effekterna av sdmnbrist. 8 per-
soner med likartade sémnvanor delades slumpméssigt in i fyra grupper
med tva individer i varje. Ett férsok genomférdes under tva dagar. Natten
mellan dag 1 och dag 2 fick:

Grupp 1: 2 timmars sémn
Grupp 2: 4 timmars sémn
Grupp 3: 6 timmars sémn
Grupp 4: 8 timmars sémn
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Dag 1 (morgon) fick varje person genomgé ett test som gick ut pa att
utféra addition av tal under 10 minuter.

Dag 2 (morgon) fick varje person genomga ett nytt men likvirdigt test
med additioner av tal.

For varje person berdknades skillnaden mellan antalet korrekt utforda
additioner dag 1 och antalet korrekta additioner dag 2. Resultaten blev

som foljer:
Grupp nummer Observerade data
1 39 33
2 25 29
3 10 18
4 46

Jan-Erik tror att sambandet mellan antalet timmar sémn (x) och skillna-
den i testresultatet (y) ges av ett linjirt samband y = a + bz.

(a) Skatta parametrarna a,b. (2p)
(b) Testa
HO : b=—4
H1 b 75 —4
pa signifikansnivan a = 0.05. (4p)

(¢) (Enbart TM:) Ta fram enklaste mojliga uttryck (dvs rikna s langt
du kan) for styrkan av testet om sanningen &r att b = —3. (3p)

L6sning: Nagot irriterande maste vi sjalva rdkna ut S;., Syy. Det som
ar viktigt att forsta ar att vi har 8 datapunkter och inte 4. Siffer-paret
“39,33” star t.ex. for skillnaderna i resultat for medlemmarna i grupp 1.

Vi ser att
Sz = 40 och Sy = —212.

(a) Vi har att

.S, .
b= 5 Y — 5.3 och att & =y — bT = 47.
(b) Vi skall alltsa testa
HO : b=—4
HA b 75 —4
Vi har att ) )
“ o Hy o
b~N|b,— | = N|by,=—
<’Sww) <07Sa::r)
dar by = —4. Vi anvinder darfor test-statistikan

T= e~ s~ 1O
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dar
n

> (e — 9)° = 11.07

k=1

S2 !

"oon—2

s& att S, =~ 3.33.

Vi forkastar Hy till forman for H 4 ifall test-statistikan antar till be-
lopp stora viarden. Vart kritiska omréade fér 7' blir darfor

(—00, —t0.025(6)] U [to.025(6), 00)
dar 9.025(6) & 2.45 enligt tabell. Insatta data ger

_ —53+4
3.33/1/40

Vi kan dérfor precis forkasta Hy pa signifikansnivan 0.05.
(¢) Om b= —3 s har vi att

T(y) 2.47.

b+3 Hy

S/ S

Styrkan ges av (med “statistik-notation”)

T= t(6).

P(T € (—00, —t0.025(6)] U [t0.025(6), 00)|b = —3)
=P(T < —t0.025(6)|b = =3) + P(T" > 0.025(6)|b = —3)

b+4 b+4
=P ( < —tp.025(6)|b = 3) +P ( > £0.025(6)|b = 3)

S, /v/S0n S/ /S
b+3 1
P2 < ¢ 6) - —
(ST/ 5, = o0 Sr/\ﬁsm>
b+3 1
Pl——2" >¢ 6) — ————
+ (57«/ T~ 0.025( ) S,/ %Sm>

~P(T < —4.35) + P(T > 0.55).

Vi kommer tyvérr inte ldngre da tabellen inte técker dessa virden.



