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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321/MVE395/MVE302

Tid: den 12 Oktober, 2024, 08:30-12:30 (-13:30)

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestér av 6 (7) frigor om sammanlagt 40 (50) podng. Preliminéra
betygsgranser ar satta till:

F/Kf:

betyg 3: 16 till 23.5 poang

betyg 4: 24 till 31.5 poéng

betyg 5: 32 eller fler poéng.

TM:

betyg 3: 20 till 29.5 poang

betyg 4: 30 till 39.5 poang

betyg 5: 40 eller fler poédng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Elin har 3 lador med pérlor. I den férsta har hon 3 rosa och 2 lila, i den
andra har hon 2 rosa, 1 lila och 2 bla och i den tredje har hon 3 lila och 3
bla. Elin véljer en lada slumpmaéssigt. Efter att hon valt 1ada plockar hon
upp 2 pérlor (slumpmiéssigt) ur den valda ladan.

(a) Vad &r sannolikheten att hon véljer tva pérlor av olika farg?  (3p)

(b) Om Elin fick en lila och en bla pérla, vad &r sannolikheten att hon
valde lada nummer 27 (3p)

Losning:

(a) Lat Ly, Lo respektive Lg vara hindelserna att Elin valde 1ada nummer
1,2 respektive 3. Vi véljer att rdkna ut sannolikheten fér héndelsen
S att Elin véljer tva pérlor av samma farg. Vi har da att

P(S) = P(S|L1)P(Ly1) + P(S|L2)P(L2) + P(S|L3)P(L3)
1 +E) (§)+(§) (§)+(§)>
3( o G
1 2 6 1
:3( o+15> 3

Vi far sedan att P(S¢) =1—-P(S) =
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(b) Lat BL beteckna hindelsen att Elin far en bla och en lila pérla. Vi
soker hir P(Ly|BL) och vi anviinde Bayes sats for att se att

P(L2)

P(BL)

P(Ly|BL) = P(BL|Ls)

Uppenbarligen dr P(Ls) = 1/3 och

P(BL|Ls) = (1()5()1) -

Vidare ar

P(BL) = P(BL|L,)P(L1) + P(BL|Ly)P(Ly) + P(BL|L3)P(Ls)

1 O OO 1,2, 9)_4

‘3(“ BRG] ‘3((’*1()*15)—15’
sa att

P(Ls|BL) = P(BL|L2>§(<§2L)) SRS

2. Lat (X,Y) vara likformigt fordelad pa omradet

A:{(x,y)ERQ:OSxSI,—lgyS\/1—:52}.

(a) Bestim den gemensamma téathetsfunktionen for (X,Y). (1p)
(b) Hitta marginaltdthetsfunktionerna fér X respektive Y. (3p)
(c) Bestam E[X|Y = y] {or alla virden pa y. (3p)
Losning;:

(a) Likformighet innebar att
1 1

fxy(zy) = T = 15774 =1 for (z,y) € A,

dér |A| betecknar arean av A.
(b) Vi har att
Viza? 4

fx@ = [ pxv@ads = 0+ VI—)
och att

)= [ Srerleade= fom ~1<y<0,
medans

om0 <y< 1.

1—y2
fy(y):/ fxy(z,y)de = 1—y24iw

0
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(¢) Den betingade tathetsfunktionen fér X givet Y ges av

| for 0 <a <1
447
om —1<y<0
fX|Y(9U‘3/):M = Tix =1 f6r0<x_<y _1—y2
) ey <z <
om(0<y<1
0 annars.
Darfor blir
folxdx:% for —1<y<0
EX[Y =y ={ [VI°°° e = VIV gro<y<i
-y
0 annars.

3. Under orienteringstévlingar brukar Jons-Harald sta i skogen och spana
efter vilsna orienterare. Han bevakar alltid en specifik glinta och antalet
vilsna orienterare som dyker upp dar foljer en Poisssonfordelning med
parameter A = 2. Antalet vilsna orienterare som Jons-Harald observerar
under olika tévlingar anses vara oberoende.

(a) Beriikna sannolikheten att antalet vilsna orienterare som springer
genom Jons-Haralds glénta dr minst 3 under en given tévling. (2p)

(b) Berikna sannolikheten att det under tva tivlingar sammanlagt spring-
er forbi exakt 2 vilsna orienterare. (3p)

(c) Antag att Jons-Harald star dar vecka in och vecka ut och stirrar. Om
han bevakar sammanlagt 100 tavlingar, berdkna sannolikheten att
han far syn pa minst 220 vilsna orienterare. (3p)

Lo6sning:

(a) Lat X, vara antalet vilsna orienterare som Jons-Harald ser. Vi soker
da P(X; > 3) och vi har att
200 2t 22
P(X123):1—P(X1§2):1—ae 2—ﬁe 2—56 2
=1-e2(14+2+2) =1-5e2(~0.3233).

(b) Lat Xj vara antalet vilsna orienterare som Jons-Harald ser under
tdvling nummer k. Man kan rédkna ut denna uppgift pa flera sétt, det
enklaste dr att observera att X1 + Xy ~Poi(2 4 2). Vi beskriver hir
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dock den langre metoden. Vi har att
P(X; + X2 =2)
=PX1=0,X2=2)+P(X;=1,Xo=1)+P(X; =2, X5, =0)

20 92 21 2
=2P(X; =0)P(Xy =2)+P(X; =1)? = 256—2552 + (1'6_2>

42
=de 4474 =87 (: 56—4 ~ 0.1465) )

(c) Vi far hir anviinda normalapproximation. Vi har att

100
S=> Xi~ N(E[S], Var(S))
k=1

dar 100
E[S] =) E[X)] = 200E[X;] = 200
k=1

och

100

Var(S) =3 Var[X,] = 200Var(X;) = 200.

k=1

Darfor ar

S ~ N(200,200).

Vi séker nu

]P’(S2220)_P(S200 220200)

>
V200 /200
~P(Z >1.4142) =1 - P(Z < 1.4142) =~ 0.079,

dar vi anvénde tabell i den sista approximationen.

4. Enbart TM: Lat X ~ N(0,1).

(a) Beriikna den momentgenererande funktionen fér X. OBS, enbart
svar ger 0 poing. (2p)

(b) Anvénd ditt svar i (a) for att berdkna E[X™] for allan € N.  (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

0 1 2 —t 2 t2
MX(t) = / 7%€t16_$2/2d$ = {.’52 —txr = (x 2 ) — 2}
> 1 t2/2 —(xz—t)?/2 t2/2 /OO L 2/2
= ——e" /e " dr=ce ——e % /4ds
/_OO V2T —oo V2T

2
= /2,
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dér vi i sista likeheten anvinde att integranden &ar tdthetsfunktionen
for en N(0,1)-fordelad slumpvariabel.

(b) Vi anvander héar att

(xt)"
|

Mx(t) =E[eX] =R [ T

} = iE[X"}g.

n=0

Genom att Taylorutveckla uttrycket Mx(t) = et’/2 bor vi kunna
avldsa vad alla moment blir. Vi har att

e N (EN\T 1S &2k (2h))
_ /2 _ _
e =" =32 (5) =3 o= X g o

k=0 k=0 =0

sa vi ser att koefficienterna for udda k blir 0 vilket innebar att
E[X?" =0 forn=0,1,...
Avldsning av koeffeicienterna for jaimna virden pa k ger sedan att

(2n)!
21!

E[X?"] = forn=0,1,...
5. Lat X ha téthetsfunktion
fx(@)=(a=1)z7* for & > 1 dér a > 1.

(a) Hitta momentskattaren (MME:n) for «. Reflektera 6ver ditt svar.

(3p)
(b) Hitta maximum likelihood skattaren (MLE:n) for a. (3p)
(c) Vad blir virdena pé dina skattningar om data blev z1 = 2.34, 29 =
1.28, 23 = 3.48 och x4 = 1.78. (1p)
Lo6sning:

(a) Vi har att

E[X] = (al)/looxfx(:c)d:r (al)/looxladx a1

a—2

dér den sista likheten kréver att a > 2. Momentmetoden séger oss
da att vi skall sdtta

a—1

X = - 2:>(d_2)yzd—1:>d(Y—1):2Y—l
& —
sa att _
. 2X -1
a ==
X -1

Detta skapar dock en mycket méarklig situation da vi méaste veta att
a > 2 for att momentmetoden skall fungera. Utan apriori-kunskap
om detta bér metoden undvikas.
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(b) Vi bérjar med att hitta likelihooden

H Xk|01

k=1
Ha—l (a—l)"(HXk> .
k=1 k=1
Vi logaritmerar och far
l{a)=nlogla—1) — « Zlog(Xk).
k=1

Vi ser att

ooy = . meey— "
I'(a) = — : Zlog(Xk) sé att I () (@172 < 0.

Om !'(&) = 0 har vi hittat ett maximum. Vi far da att

n n
0=~ (Xp) = bd=1+=—— %
a-1 b1 > k=1 log(Xk)
som alltsa ar var MLE.
(¢) Med dessa métvirde har vi for MME:n att
2x — 1
A = ~ 2.82
&(@) = 27
medans f6r MLE:n blir
. 4
Qlz) =1+ ———— ~237.

Sy log ()

6. Vid en understkning vill man jamfora effekten hos tva olika typer av ang-
turbiner, Typ A och Typ B. Man genomfor darfor en serie experiment med
lite olika angtryck och méter vilken effekt de tva turbinerna producerar.
Resultaten blev som foljer:

Experiment nummer: 1 2 3 4 5 6 7T 8
Effekt Turbin A (kW): 55 88 3.7 7.9 83 3.7 86 103
Effekt Turbin B (kW): 6.0 9.6 43 79 87 3.5 9.2 10.0

(a) Hitta ett konfidensintervall for skillnaden i effekt med konfidensgrad
0.95. Motivera dina rékningar och dina val. (4p)

(b) Turbintillverkaren Turbo hivdar att den nya turbinsorten (B) ar
béttre &n den gamla (A). Stodjer data detta pastdende pa signifi-
kansniva 99%?7? (3p)



Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik TMA321/MVE395/MVE302 7

Losning:

(a)

D4 ingen ytterligare information anges och vi skall undersoka skill-
naden bor vi vélja ett tvasidigt konfidensintervall. Det viktiga ar att
forsta fran texten att vi har att gora med situationen med parade
data. Vi borjar darfor med att rékna ut skillnaderna zp = yr — yx
och far att

Experiment nummer: 1 2 3 4 5 6 7 8
2k ¢ 05 08 06 0 04 —-02 06 -0.3

Det star inget om vilken fordelning data kan tdnkas komma fran, sa
for att komma vidare antar vi att de kommer fran en normalférdel-
ning och att de &r oberoende. Vi bildar da referensvariabeln

_Z-a
Cos/yn

(andra konstruktioner kan vara acceptabla beroende pé vilka grun-
dantaganden man gor) och observerar att enlit tabell s& blir ¢g ga5(7) &
2.36. Vi ser att

R (7)

s/v/n

0.95 ~ P(—1.96 < R < 1.96) = P <—2.36 < < 2.36)

— s — s
=P(Z-236—<A<Z+236— ).
( N ﬁ)
Ett 95 % numeriskt K.I. for A blir darfor

— S
Ian = Z(z,y) & 2.36—.
A (z,y) 7

Hér blir

8
_ 1 _
Z(z,y) = 0.3 och s? = = > (Zr—Z)* ~ 0.1686
k=1

s& att
Ia = [—0.043,0.693].
Hér dr hypoteserna vi skall undersdka
HO :A=0
Hy:A>0.
Skillnaden mot uppgift (a) ar att vi skall ta fram ett konfidensintervall

som ér ensidigt och pa 99% nivan. Liknande rikningar som ovan ger
da att (med tg.01(7) = 3),

0.99:IF>(Z<3):]P’<Z/_\/§ <3) :P<2—3\jﬁ<A),
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och ett 99% K.I blir d&

In = {Z 3% o0 ) ~ [-0.136, 00).

\/é’oo)

Da 0 € I kan vi inte forkasta Hy pa den foreskrivna signifikansnivan.

7. Alice méiter vantetider T1,...,T5y som anses vara oberoende och likafor-
delade och komma fran en exponentialférdelning med parameter A. Alice
vill undersoka foljande hypoteser:

Hol)\zl
Hi:A>1.

Data gav medelvirdet ¢ = 0.83 pa vintetiderna.

(a) Bestdm en lamplig test-statistika och ange fordelningen for denna.

(2.5p)
(b) Utga ifran (a) och bestém tillhérande kritiska region om signifikans-
nivan &ar 0.1. Vilken slutsats drar du om testet? (2.5p)
(¢) (Enbart TM:) Vad blir p-virdet av testet? (2p)
(d) (Enbart TM:) Vilken styrka har testet om A\ = 27 (3p)
L&sning;:

(a) Da vi har att E[T1] = 1 och att Var(T}) = 35 s blir

— Var(Ty) 1
TzN(]E[Tl] ! ) <A 20)\2)'

Vi observerar att under Hy : A = 1 sa blir

T~ (1)

och en lamplig test-statistika T" blir dérfor

- T -1 _
T= \/1/—20=\/@(T—1)~N(0»1)'

(b) Om A > 1 s& blir véntetiderna i snitt mindre &n om A = 1. Vi bor
darfor forkasta Hy till forman for H; ifall T blir liten, dvs om test-
statistikan 7" blir “stor” och negativ. Vi ser att det kritiska omradet
blir pa formen (—oo, ¢] dir vi skall bestimma ¢ utifran villkoret

0.1=P(T <c)

s att ¢ &~ —1.28 enligt tabell. I Alices fall dr ¢ = 0.83 och virdet pa
var test-statistika blir

T(ty, ... ta0) = V20( — 1) = v/20(0.83 — 1) ~ —0.76.

Vi forkastar darfor inte Hy pa signifikansnivan 0.1.
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()

p-vardet bestdms av sannolikheten att test-statistikan antar ett minst
lika extremt virde som det som observerades. Da vi observerade véir-
det T'(t) = —0.76 och d& testet ar ensidigt far vi att (igen med hjilp
av tabell)

p — virde = P(T(t) <

—0.76) = 1 — P(T(t) > —0.76)
=1-P(T(t) <

76)
0.76) ~ 1 — 0.776 = 0.224.

Styrkan &r sannolikheten att testet forkastas givet att H; &r sann
(vilket det kan vara pa flera olika sitt, t.ex. A = 1.1,2,987 etc). I
vart fall har vi da att

styrka = P(T(t) < —0.76]\ = 2).

Om A\ = 2 far vi sa klart att

— (1 1 11
Tra(-—)=(==].
(A’ZO/\2> <2’80)

Dérmed blir (under antagandet att A = 2)

P(T < —1.28) = P(V20(T — 1) < —1.28)

iy 1.28 T—1/2 1-4-1/2
e(re-15) - (e < )

~P(Z <1.912) ~ 0.972.




