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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321/MVE395/MVE302

Tid: den 20 augusti, 2024, 08:30-12:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestér av 6 (8) fragor om sammanlagt 40 (50) podng. Preliminéra
betygsgranser ar satta till:

F/Kf:

betyg 3: 16 till 23.5 poang

betyg 4: 24 till 31.5 poéng

betyg 5: 32 eller fler poéng.

TM:

betyg 3: 20 till 29.5 poang

betyg 4: 30 till 39.5 poang

betyg 5: 40 eller fler poédng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Lat X vara en slumpvariabel med sannolikhetsfunktion
f(k)=Ck for k € {1,3,5,7}.
(a) Bestdm C' sa att detta verkligen &r en sannolikhetsfunktion .  (2p)

(b) Lat Y = e~X. Bestim sannolikhetsfunktionen for Y. (2p)
(c) Beriikna E[(logY)?]. (2p)
Losning;:

(a) Vi har att C' méaste uppfylla villkoret
Lpr C(1+3+5+7)=16C

sé att C' = 1/16.

(b) Y kan anta virden i mingden {e~!,e73 e7® €77} och vi har att
k

T 16
for k € {1,3,5,7).

(c) Vihar att logY = —X sa att

E[(logY)?] = E[(-X)?] = E[X?]

1433453473 496

=31
16 16 3

4
=Y (2k—1)°P(X =2k —1) =
k=1
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2. Herr K jobbar for sdljforetaget SaljHets som séljer kompletta datasystem
till en mycket hog kostnad. Séljarna ringer till manga potentiella kunder,
men det ar sdllan som faktiska kontrakt skrivs.

SéljHets har olika nischer, och inom en specifik nisch har det sammanlagt
skett 2 forséljningar de senaste 5 éren.

(a)

Vilj en lamplig modell for att modellera férsdljningarna inom ovan
ndmnda nisch. Skatta den ingdende parametern (eller de ingdende
parametrarna om det finns fler &n en) med hjilp av ovanstaende
data. (3p)

Herr K’s chef har i sin oéndliga vishet satt malet att Herr K skall
genomfora minst 10 foérséljningar inom denna nisch under néstkom-
mande &r. Berdkna (s& gott du kan) sannolikheten for att detta skall
ske. (3p)

L&sning;:

(a)

Vi har hér att gora med en Poisson-process. Detta kan inses da vi
betraktar antal hindelser under en viss tidsrymd. Alternativt kan
man forsta fran texten att forsédljarna gér manga forsok som alla har
valdigt liten chans att lyckas. Dvs, man har en Binomialférdelning
med stort n och litet p som man kan Poissonapproximera.

Vi har allts& en Poisson-process med parameter « forsaljningar per
ar. Antalet forséljningar under fem ar blir dérfér Poisson-fordelat
med parameter A = 5. Data (x) ger skattningen

2
A(z) = 2 s4 att a(z) = =

Slutsatsen blir att vi modellerar att antalet forsédljningarna sker enligt
en Poisson-process med intensitet « = 2/5 forsdljningar per ar.

Sidokommentar: Man kan tycka att en enda datapunkt (2 forsélj-
ningar pa 5 ar) ar for lite, men detta dr missvisande. I sjdlva verket
har man ju samlat in data 6ver en ganska lang period, namligen 5 ar.
Det ar alltsa inte bara en datapunkt.
Om

X = antalet forséljningar per ar
har vi att X ~Poi(2/5). Vi sdker sannolikheten

0 k 10
p(x > 10)= 3 Ve o B0 arn g 1y
k=10 ’ '

dar approximationen kan motiveras med att
11
a5

GET 25~ 511 55

s& att ndsta term ar mycket liten jamfért med den forsta.
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3. Lat X ~ U([0,1]) (dvs X &r likformigt fordelat pa [0,1]) och 14t sedan
Y ~ Exp(X) (dvs Y dr exponentialférdelad med parameter X).

(a) Bestdm den gemensamma téthetsfunktionen for X, Y. (2p)

(b) Bestam fx(x|y), dvs den betingade tathetsfunktionen for X givet

Y =y. (3p)

(¢) Lat Z = XY, bestam téathetsfunktionen for Z. (3p)
Lo6sning:

(a) Vi har att
fx(@)=1for0<z<1

och att
fy(ylx) =2ze ™Y for 0 <y < oo

sa att
fxy(zy) = fryle)fx(x) =ze ™ f6r 0 <x <1loch0<y<oo.
(b) Vi har att

fX(x\y):Mf6r0§y<ooom0§x§1.

fy(y)

Vidare ar

1 efzy 1 1 efxy
fr ) :/ e dx = {z ] Jr/ dx
0 Y Jo 0 Yy

T R e ) o
- Y2 - Y2 )
0

s& att
re Y xy’e Y
fx(xly) = - =
ST S

yf6r0§y<ooom0§x§1.

(¢) Vi gar via fordelningsfunktionen och observerar forst att 0 < Z < oo
och vidare att for ¢ > 0,

Fy(t) =P(Z <t) =P(XY < 1)

1 poo 1 pt/x
:// [(xygt):cefxydydx:// xe "dydx
o Jo o Jo
1

1
= / [—e_”y] g/w dr = / l—etldr=1-e"",
0 0

fz(t)=e " for 0 <t < oo.
Vi ser att Z ~Exp(1).

sa att
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4. Enbart TM: Lat X, Xs, ... vara i.i.d. U([—1,1]) dvs likformig férdelade
pa intervallet [—1,1] och 1at

A
k=1

(a) Bestdm den momentgenererande funktionen for S,. (2p)

(b) Anvénd svaret i (a) for att visa att S, /y/n konvergerar i fordelning.

Vilken fordelning konvergerar S,, /+/n mot? (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

Ms, (t) = ﬁ Mx, (t) = (Mx, (t))"
k=1

och vidare ar

My, (t) =E[e ] = %/

-1

1

Vi ser darfor att

(b) Vi har att

etV _ ot/ \"
Mg, (t) = E [6,55”/\/5} = Ms, (t/v/n) = (W)

_ ((1 VR 2/(20) + 8 )(60%/)) = (1= 1)+ 2/ (20) = /(6n%/2)) + 0<n-5/2>)"

2t/v/n
T4 13 /(3n3/2 n=5/2)\" 2 L 2
(Qt/\ert/(;/\/ﬁ)JrO( )) (1+én+0(n2)> et /S,

vilket &r mgf:en f6r en normalférdelad slumpvariabel med parametrar
0 och 1/3, dvs

j’% 45 N(0,1/3).

Detta kan ocksa inses genom att observera att
1
Var(X;) = 3

och sedan att CGS ger

Sn

NV 45 N(0,1).
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5. En rektangel har sidor X,Y dér X,Y ~ U([0,v/8]) och X,Y &r oberoen-
de. For att skatta parametern 6 tas ett stickprov bestaende av n stycken
rektanglar, dér den forsta har sidlangder X; och Y7 och s& vidare fram
till rektangel nummer n som har sidlingder X, och Y,,. Alice vill anvin-
da dessa stickprov for att skatta parametern 6. Efter en lang beténketid
kommer hon fram till tva kandidater for skattare. Dessa ar

och

(1) ()

. 4 &
Oy =4XY = — E XiY5.
n
k=1

Alice antar att X;,...,X,,Y7,...,Y, alla 4 oberoende (och s klart med
ovan angivna fordelning U([0,v/0)).)

(a) Hjilp Alice att kolla huruvida hennes skattare &r vintevirdesriktiga

(VVR) skattare av 6.

(3p)

(b) Alice undrar om skattarna ar konsistenta. Hjélp henne med att kolla

om 6y &dr konsistent.

Losning:

(a) Vi har att

— 4E[X,]E[Yi]

_ Yoo
2 2

(3p)

=0,

sa att él dr VVR. Héar anviande vi oberoende i den andra likheten

och standardrikningar for den tredje och fjarde.
Vidare géller att

= (i) - [i

Z [(X]E[Y:] = %

E[X:Yy]

:m
M=

3\%

k

3\%

M- L
oS
oS

~

=1

:97

s4 att dven 6o ir VVR. Hér anvinde vi oberoende i den tredje likhe-

ten.
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(b) Fér att visa konsistens maste vi visa att 0y L5 0, dvs att for varje
€ > 0 sa galler att

nlggop(|é2 — 6 >¢€) =0.
Chebyshev’s olikhet ger att

E[(62 — 0)*] _ Var(d>)

2 2 ’

B(l6, — 6] > €) <

€ €

(diir den sista likheten gillde d& 5 var VVR) och vidare sa ir

n

Var(0,) Var< ZX,%): 5 Y Var(X,Y;) = —GVar(XlYl).

k=1
Vi ser alltsa att

16Var(X1Y1)

IP’(\GQ—H\ 26) S 627’L

— 0, da n — oo.

Dérmed ar alltsa ég konsistent.

6. Sonderfallstiden for en viss radioaktiv isotop anses vara exponentialférde-
lad med parameter A. Vid ett experiment vill man forsdka hitta virdet pa
A och i detta experiment gav n = 500 matpunkter att den genomsnittliga
sonderfallstiden var 2.9 ms (millisekunder).

(a) Hitta ett 99% tvasidigt konfidensintervall for A. (6p)

(b) Man onskar veta vad A dr med en felosdkerhet pa hogst 1 us (mikrose-
kund). Baserat pa vad du gjorde i (a), hur ménga métvéirden skulle
du tro behovs for att fa fram en saddan felosikerhet (med samma
konfidensgrad som i (a))? (2p)

Losning;:

(a) Lat Xj=sonderfallstiden fér atomkérna nummer k. Da n dr stort kan
vi anvinda CGS (Centrala GransvéirdesSatsen) for att se att

leszéN(E[Xl]’Var?(j(l))

Vidare har vi att d& X; ~ Exp()) sa géller att

1 1
E[X4] = " och att Var(X;) = 2
sé att
= 1 d 11
X =— Xoe=xN|—-, —|.
n F <)\’n/\2>
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Vi anvander darfor referensvariabeln

X -1 _
R=2""2X = /n(AX — 1) & N(0,1).

VX
Vi ser da att (med Z ~ N(0,1))

0.99 = P(—2.58 < Z < 2.58) = P(—2.58 < \/n (AX — 1) < 2.58)
2.5

P o<l
X

2.58 2.58 1
=P|ll—-—<XX<14+—]|=P( = —
( N \/ﬁ) (X Vi X

s& ett 99% numeriskt K.I. for A blir da

1, 258 1 2.58
Li==+ N~ — 4+ ———— ~[0.305,0.385
AT T VT 297 /50029 [ ]

dér enheten &r 1/ms.

(b) Hér vill vi alltsd ha ett 99% K.I. med bredd hogst 2 us (1 us “at
vardera hall”). Enligt (a) blir halva bredden ca

2.58

2.9

och om man antar att ett nytt medelvirde vid nya métningar inte
dramatiskt kommer avvika fran det vi fick i var forsta métserie skall,
vi 16sa ekvationen

2.58
2.9

7. Enbart TM: Carl ar lite av en pedant som anser att om det i affaren
star att bullen vager 60 g, sa skall den ocksa gora det. Den skall inte viga
mer, och inte heller mindre. Atminstone inte i genomsnitt. Carl antar
att vikterna #r normalférdelade med parametrar u,o? och vill nu se om
1 = 60, dvs han vill testa

2.58

—000l ==X
0.001=n (2.9-0.001

2
> ~ 791486.

Ho: p=260
Hy: p#60.

Carl kopte déarfor 100 bullar och vigde dem. Datan visade att samplings-
medlet 7 blev 59.6 (g) och att samplingsvariansen s2 blev 2.9 (g?).

(a) Hitta en lamplig test-statistika och anvéind data ovan for att beriikna
p-viardet av testet. Genomfér testet pa signifikansnivan o = 0.01.
(4p)

(b) Vad dndras om Carl fran borjan istéllet hade misstdnkt att bagarna
forsokte spara lite av mjolet for att pa s& sétt tjina en extra slant?

(1p)
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Losning:

(a) Detta ar en standardmissig situation och test-statisktikan vi skall
anvinda &r —
X —60
T = L 4(99).
s/v/100

Antalet frihetsgrader &r hér sa hogt att vi kan approximera fordel-
ningen med N(0, 1). p-virdet ges av

p-virde = 2P(T(X) > |T(z)| |Ho sann)

och vi har i detta fall att

T — 60 59.6 — 60
T(x) = = ~ —2.35.
() s/4/100 v2.9/10

Vi far alltsa att (med Z ~ N(0,1))

p-viirde = 2P(Z > 2.35) ~ 2(1 — 0.991) = 0.018.

Da p-virdet 6verstiger signifikansnivan forkaster vi inte Hy.
(b) Om Carl istéllet hade haft H4: p < 60 s& hade

p-virde = P(T(X) < T(x) |Hp sann) = P(Z < —2.35) = 0.009
och han hade da forkastat Hy till forméan for H 4.

8. Nagra forskare vill understka huruvida halten av Thorium &kar konduk-
tiviteten i en kopparledning. De blandade dérfor ihop nagra legeringar av
koppar och Thorium med féljande resultat:

Halt Thorium (ppm): [ 10 20 40 60 80 120
Konduktivitet (S/m): | 170 127 172 305 212 402

Forskarna antar ett linjért samband mellan halten Thorium och konduk-
tiviteten pa formen y = a + bx. Data kan sammanfattas med att

Sye = 8350, S, = 18280 och att Sy, = 53095

(a) Skatta parametrarna a,b. (1p)

(b) Om man istéllet hade blandat i motsvarande méngd plutonium si
vet man att parametern b i det fallet &r 2. Testa pa signifikansnivan
5% huruvida (i fallet med Thorium) man far en legering som leder
béttre &n om man anvant plutonium. (4p)

(¢) Berékna forklaringsgraden. Verkar modellen rimlig? (1p)

Lo6sning:
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(a) Vi har att

b= gm’ ~ 2.19 och att & =y — bz ~ 111.
(b) Vi skall alltsa testa
HO : b=2
Hy: b>2

Vi har att

b (i) 2 (10 )
b’\’N b,i :ON b,i
< Sax " S

dar by = 2. Vi anviander dérfor test-statistikan

h—2 H,
T=_""2% Hoyy),
Sr/\/Sa::J: ()
dar
1 n
2 _ M2 ~
Sr—n_2 E (yx — 9)° ~ 3269

k=1
sa att S, ~ 57.2.
Vi forkastar Hy till forméan for H 4 ifall test-statistikan antar stora,

positiva virden. Vart kritiska omrade for T blir dérfor [tg.o5(4), 00)
dér tg.05(4) = 2.13 enligt tabell. Insatta data ger

2.19 — 2
T(y) = —2 2 ~03
W) = 5 Va0

Vi kan darfor inte forkasta Hy pa signifikansnivan 0.05.
(¢) Forklaringsgraden blir

S 2
R2=_""__ 0754
Szz - Syy
vilket inte dr jattebra, men inte heller nadgon katastrof. Modellen ver-
kar hygglig, men sa klart beh6vs mer data.



