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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321/MVE395

Tid: den 29 maj, 2024, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 6 (8) fragor om sammanlagt 40 (50) podng. Preliminéra
betygsgranser ar satta till:

F/Kf:

betyg 3: 16 till 23.5 poang

betyg 4: 24 till 31.5 poéng

betyg 5: 32 eller fler poéng.

TM:

betyg 3: 20 till 29.5 poang

betyg 4: 30 till 39.5 poang

betyg 5: 40 eller fler poédng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Daniel ar projektledare pa ett bygge som anvinder armeringsjarn. Det
finns tva typer (typ I och typ II) av armeringsjirn som ér tillverkade av
olika legeringar och med olika metoder. Om man bockar ett armeringsjérn
av typ I gar det sonder med sannolikhet 0.03, men om man bockar ett
armeringsjirn av typ II gar det sénder med sannolikhet 0.7. Praktikanten
Curre rakade blanda armeringsjérnen sa att det i en hog ligger 200 stycken
av typ I och 25 stycken av typ II.

(a) Daniel plockar ett armeringsjarn ur hogen slumpméssigt och bockar
det. Vad &r sannolikheten att det gar sonder? (3p)

(b) Om armeringsjirnet som Daniel bockar i (a) gar sénder, vad ar da
sannolikheten att det var av typ II7 (2p)

(c) Antag istéllet att Daniel plockar tre armeringsjarn slumpmaéssigt ur
hogen. Vad ar sannolikheten att hogst ett av armeringsjarnen ar av

typ 117 (2p)
L&sning;:

(a) Lat T1 vara hiéndelsen att Daniel plockar ett armeringsjirn av typ
I och 1at T2 vara handelsen att Daniel plockar ett armeringsjarn av
typ II. Vi later sedan K beteckna héndelsen att jarnet gar sonder
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(knécks) vid bockning. Vi séker P(K) och har att

P(K)=P(KNT1)+P(KNT2)
200 25
=P(K|T1)P(T1) + P(K|T2)P(T2) = 0.0355F + 0752
3 8 7 1 24 70 94 47

~ 100 9710 9 900 T900 900 450

(b) Vi soker nu P(T2|K) och har enligt Bayes sats att

P(T2 =35
P(T2|K) = IE”(K|T2)P((K)) o7z =B
450

(c) Lat X vara antalet armeringsjirn av typ II som Daniel plockar upp.
Vi soker da

P(X<1)=P(X =0)+P(X =1)
200 200\ (25
_ E%E’; L 2(%%1) _ % ~ 0.9667.

Hér har vi anvént att man kan plocka 3 armeringsjiarn ur en samling

av 225 pa (235) sitt, att man kan plocka 3 armeringsjarn ur en samling

av 200 pa (ng) satt etc.

2. Mr Bakos lider av ett markligt tvangsbeteende. Varje morgon, aret om,
gar Mr Bakos ut med sitt hagelgeviar och skjuter lerduvor. Han skjuter
tills han fatt en traff och sedan gar han in och dricker kaffe. Antag att
varje skott tréffar oberoende av varandra och med sannolikhet 2/3.

(a) Vad &r sannolikheten att Mr Bakos under en given morgon inte be-
héver skjuta mer &n 2 skott for att fa sin traff? (2p)

(b) Betrakta ovanstaende situation under tva veckor. Vad &r sannolikhe-
ten att Mr Bakos inte behover skjuta mer &n 2 skott for att fa sin
traff under exakt 12 av morgnarna under tvaveckorsperioden? (2p)

(¢) Beriikna sannolikheten att under minst 320 av arets 365 morgnar sé
behover Mr Bakos inte skjuta mer &n 2 skott for att fa sin traff. (3p)

Losning:

(a) Lat X =antalet skott Mr Bakos behover till och med forsta tréffen.
D4 dr X ~Geom(p) dér p = 2/3 enligt uppgift. Den sokta sannolik-
heten blir dérfor

P(X <2)=P(X=1)+P(X =2) == +

8
5

[SUR N
Ll
SN N



Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik TMA321/MVE395 3

(b) Lat Y = antalet mornar av de 14 dar Mr Bakos inte behover fler dn
tva traff. Vi har att Y ~Bin(n, p) ddr n = 14 och p = 8/9 enligt del
(a). Vi soker da

14

P(Y =12) = (12>p12(1 —p)® ~ 0.273.

(c) Lat Yy vara som i (b) fast for £k = 1,2,...,365. Lat sedan ¥V =

z6=51 Y} och observera att vi soker sannolikheten P (Y > 320). Vi

har att Y ~Bin(365,8/9) men {or att kunna rdkna maéste vi anvinda
normalapproximation. Vi har da att

8
97

1

Y ~ N(E[Y], Var(Y)) = N (365 - 2,365 - g : 9) ~ N(324.4,36.0).

Déarmed blir

Y —324.4 _ 320 —324.4
IP’(Y2320):IP>( 5 20— 9 )

>
V36 T /36
~P(Z > —0.73) = P(Z < 0.73) ~ 0.7673,

dér vi anvinde symmetri och tabell i de tva sista stegen.

3. Borgit Schrodinger betraktar tva klyvbara atomkérnor vars sonderfallsti-
der har betecknas T7 respektive T5.

(a) Borgits katt pastar att den gemensamma téathetsfunktionen for Ty
och T5 ges av

[, (t,s) = 2tse™ for t,s > 0.

Borgit har inte for vana att ta rad av sin katt och ar darfoér skeptisk.
Finns det ndgon mojlighet att katten faktiskt har ratt? (3p)

(b) Vid nérmare eftertanke kinner Borgit dnda att det &r mer rimligt
att antaga att sonderfallstiderna &r oberoende. Dessutom att de &r
Exponentialférdelade med parametrar A; respektive A,. Berékna san-
nolikheten (i termer av A; och A2) att den forsta sonderfallstiden (77)
ar hogst hilften av den andra (1%). (3p)

Losning

(a) Nej, och detta kan man se pé fler olika sétt. T.ex. har vi att margi-
naltathetsfunktionen for Tj i sddana fall skulle bli

) = [ from(t,s)ds
0

o0
=/ 2tse 25 ds = [s (—6—2“’)]3" _|_/ o215 I
0 0

1 1
=0+ |——e 2| == fort>0.
+[ Qte ]0 2t .
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Detta ar dock ingen tadthetsfunktion da vi uppenbarligen har att

> 1
/ —dt = 0.

(b) Om de &r oberoende géller att
le,Tg (t, S) = le (t)sz (S) = /\16_>\1t)\26_>\2s for s,t > 0.

Vi soker P(T} < Ty/2) och har da att
B <To/2) = [ [ fromt s
t<s/2
oo ps/2 0o s/2
= / / A doge MRt s :/ [—Age M) s
o Jo 0

— /OO )\267)\28 _ A267A15/27A25d5 — /Oo )\267)\25 _ )\287()\1/24*)\2)5(15
0 0

A 2 A

—Xa2s 2 —(A1/24X2)s _ 2 — 1
= |—e + ——— e =1 = .
{ /2 + Ao L M 20 A+ 2h

4. Enbart TM: Lat X ~Geom(p), dvs X dr geometriskt férdelad med pa-
rameter p.

(a) Berdkna den momentgenererande funktionen f6r X (enbart svar ger
0 poéng). (2p)
(b) Lat X1, Xa, ... vara en sekvens av slumpvariabler dér X,, ~Geom(\/n).

Visa att X,,/n A Tdar T ~Exp(A), dvs att X,,/n konvergerar i for-
delning mot en exponentialférdelad slumpvariabel med parameter .

(3p)
Losning:

(a) Vi har att

E[eX] =3 e*P(X =k) =) e (1-p)p
k=1 k=1

t

t th k pe ..
pe E e’ (1 —p) == or t < —log(l —p),
k=0

dér vi i nést sista likheten anvinde att det var en geometrisk summa.
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(b) Vi ser nu att

A t/n
tX,/n — — ne
E[e ] My (t/n) T Gy
%et/n %et/n
T 1-(1-Y)(A+Li+0m2)  2-L4+0(n2)

A S
= T .
A—t+0(Mn1)  A—t
Detta kdnner vi igen som den momentgenererande funktionen for

T ~Exp()).

5. Lat X vara en slumpvariabel med téthetsfunktion
fx(@) =00+ 1l -z)for0<z<1
dar 0 > 0 ar en parameter som vi vill skatta.

(a) Bestim momentskattaren {6r parametern 6. (4p)

(b) Antag att man fick f6ljande métviarden ndr man simulerade slump-
variabler fran férdelningen beskriven av fx:

data: 3 To T3 T4 Ts
varde 0.19 0.23 0.09 0.31 0.44

Anvind dessa méatvéardena for att hitta en numerisk skattning av 6.

(1p)
(¢) Anvénd ditt svar i (b) for att uppskatta sannolikheten att nésta mét-
vérde (dvs xg) blir minst 1/2. (2p)
L&sning;:

(a) Enligt momentmetoden skall vi borja med att berdkna vintevirdet
av X. Vi har att

00 1
Emj:/ x&@ﬂm:A9w+Dﬁﬂszx

, ', ot 201 o427t
= (9+1)/O ' — 2" dx =0(0+1) [94-1_9—1-2]0

1 0
O+1)(0+2) 6+2

Momentmetoden foreskriver att vi nu skall 16sa ut 6 ur sambandet

R
6+1 60+2

ﬂ9+n[ }m0+n

x=! S 0+2X=0s0(1-X)=2X
0+2

sa att till slut
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(b) Vi har att T = 0.252 sa att

(c) Vi soker nu
1
P(X >1/2)= / 0(0 + 1)’ 1(1 — 2)da
1/2
1 1
= 0(0 + 1)z’ Ldax — 0(0 + 1)z’dx
1/2 1/2

= [0+ )2 ), — (02"} o
=O+1)(1-2"%-001-27"9"1 ~0.162,
om vi anvander att 6 = 0.6738.

6. En naturruta ar en kvadrat med sidlangd exakt 1 meter ndgonstans i natu-
ren. Antalet spindlar i en sddan naturruta anses vara Poisson-fordelat med
parameter A. Vid en stérre understkning genomford for 20 ar sedan kom
man fram till att antalet spindlar i en typisk naturruta i naturreservatet
Arachnia var 130 stycken, dvs att A i det fallet var 130.

Forskare missténker nu att antalet spindlar i Arachnia har minskat, da
detta &r en olycklig trend &ver hela vérlden. I en undersdkning ridkna-
de man antalet spindlar i 56 naturrutor (i Arachnia) och man fann att
medelantalet spindlar i dessa rutor var 121.3.

Anvand informationen ovan for att skapa ett 95% konfidensintervall for
att underscka om antalet spindlar har minskat. (6p)

Losning: Lat X;,..., X5¢ vara antalet spindlar per naturruta. Vi antar
att dessa &r i.i.d. och med fordelning Poi(A). D& n &r stort kan vi anvénda
CGS (Centrala GrasnvirdesSatsen) for att se att

I d Var(X;)
A=X=— X, = N E[X4], ———].
5 2o XA (g,
Vidare har vi att d& X; ~ Poi()) s& géller att
E[X1] = X och att Var(X;) = A
sé att
- 1 d A
X =- ~ - .
- > Xp=N </\, n)
k=1
Vi vet att det kommer bli svart att rdkna med A i variansuttrycket sa vi
gor darfor den ytterligare approximationen

X%N(/\,)\>§N<)\,>\>.
n n
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Vi anvander nu referensvariabeln
d
A/n

Vi vill ha ett konfidensintervall pé formen [0, ¢] (om vart 95% konfidensin-
tervall skulle bli ség [0,119] s& verkar det ju intuitivt rimligt att A < 130
men om det blir [0,140] kan vi inte utesluta att A = 130).

Vi ser da att (med Z ~ N(0,1))

X -

s& ett 95% numeriskt konfidensintervall f6r A blir i vart fall

0.95=P(Z>—1.64) ~ P > 164 | =P\ <X +1/A\/n-1.64),

Iy =[0,T+ \/A(z)/n-1.64] = [0,Z 4+ \/Z/56 - 1.64] ~ [0,123.7].

7. SkumRask tillverkar isolerskum som skall anvandas i byggen. De havdar
att halten asbest i deras isolerskum inte ar mer an 4%. Konsumentverket
misstédnker att de ljuger och képer darfor in 30 varuprover med isolerskum
fran SkumRask. Konsumentverket later darefter testa de 30 varuproverna
och far att samplingsmedelvéirdet blir T = 5.2 med samplingsvariansen
s?(z) = 2.2. Konsumentverket antar att data kommer fran en normalfor-

delning.
(a) Sétt upp ett lampligt hypotestest for att testa Konsumentverkets
misstankar. (2p)
(b) Om man véljer signifikansnivan o = 0.05, vad blir d4 motsvarande
kritiska omrade (ibland kallat forkastningsregion)? (3p)
(c) Utfor testet i (a) pa signifikansnivan o = 0.05. Vilken slutsats drar
du? Vilken typ av fel riskerar du att géra? (2p)
Losning;:
(a) Om Xj,..., X, far representera halterna asbest i de 30 varuproverna

(innan méitning) s har vi enligt antagandet att X ~N(u,0?) dér p
och o2 &r okinda. For att testa ifall halten asbest 6verstiger 4% sa
anvander vi foljande hypoteser:

Hy: p=4
Hi ‘LL>4

(b) Punktskattaren for p #r X och vi vet att

2 2
X~oN(pZ)=nN(4Z
30 30
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dar likheten ar sann om H, ar sann. Vi ser darfor att
X —4 X —4
o/+/30 s(X)/v30

om Hj ar sann. Vi véljer darfor test-statistikan

N(0,1) och att ~t(n—1)=1t(29)

X -4
= vm

och forkastar Hy ifall T'(X) “blir f6r stor”. Den kritiska regionen blir
da pa formen C = [¢,00) dér ¢ bestdms av att

a=0.05=P(T(X) € C) =P(T(X) > c),

och t-tabellen ger att ¢905(29) ~ 1.7. Vi har darfor att ¢ = 1.7 och
vart kritiska omrade blir darfor

C =[1.7,00).

Med insatta data far vi att

_ T4 52-4
T s(@)/VB0 V2230

och da T'(z) tillhor det kritiska omradet forkastar vi Hy pé signifi-
kansnivan o = 0.05. Vi riskerar da att gora ett typ I fel, i detta fall
att vi anklagar SkumRask for att ljuga om asbesthalten trots att de
inte gor det.

T(z)

8. Endast TM: Senor Chang genomfor experiment som lyckas med okédnd
sannolikhet p. Senor Chang gor flera experiment-serier dér han i varje serie
upprepar experimenten tills forsta gangen de lyckas. Senor Chang vet inte
vad virdet pd p dr, men han antar en prior-férdelning som &r (diskret)
likformig pa {1/3,2/3}.

(a)

(b)

Antag att i sefior Changs forsta experimentserie sa behévde han gora
sammanlagt 3 experiment tills det forsta lyckades, och i sin andra
serie behdvde han gora sammanlagt 2 experiment tills det forsta lyc-
kades. Baserat pa denna information, berikna posteriori-férdelningen
for p. (4p)
Hitta lamplig skattare av p baserat pa ditt svar i uppgift (a). (1p)

Losning;:
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(a) Vi soker hir

Om X ~Geom(p) sa géller att
P(X =k)=p(l—p)ltfork=12,...

och vi ser darfor att

och pa samma sitt att

2 1 2 2

2\ 2 2\2 2 2\' 22 1 2
P(D=32p=3)=:(1-3) s(1-3) ~ % 35— -3
( P 3) 3 ( 3) 3 ( 3) 32735 35 243

Darfor ser vi till slut att

1 - 2
P(p=ﬁD=3ﬂ>=s%%1=12=3
243 T 213

sa att

2 1 2 1
P :%D:BJ —1-P ::%D:3j =1
@ 3 ) @ 3 ) 33

(b) Mod-skattaren ger p = % och véntevirdes-skattaren blir

EMD:aﬂ

1 1 2 2

3 (p 3 ) *3 (p 3 >
12 .21 4
3333 9



