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1. Lat 8: G—H vara en homomorfi fran en grupp G till en annan grupp H.
Visa att kdrnan av 6 &r en normal delgrupp av G.

2. Med centrum Z(G) av en grupp G menas {zeG : zg=gz for alla geG}.

a) Visa att Z(G) ar en delgrupp av G.

b) Visa att Z(G) &r isomorf med Z(H) om G &r isomorf med H.

3a) Visa att det finns precis n -1 bijektiva isomorfier fran den additiva gruppen Z,
till sig sjalv om n &r ett primtal.

b) Galler detta &ven for sammansatta positiva heltal n ?

4. Visa att det inte finns nagon surjektiv ringhomomorfism fran Q till Z,
omn>1.

5. Lat K vara en kropp. Visa att varje ideal i K[x] ar ett huvudideal.

6a) Visa att x>+x+1 &r det enda irreducibla andragradspolynomet Gver Zo.
b) Visa att (x>+x+1)(x3+x) +1 &r irreducibelt 6ver Z; .

7. Visa att grupperna Az och AsxS, ej ar isomorfa.

Tentorna beraknas vara rattade inom tva veckor och visas da i mottagningsrummet.

Tank pa att alla svar och pastaenden maste motiveras for att beréttiga till poang !
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Losningar till tentamen i algebraiska strukturer (MAL 600 , MAN 290) 2006-03-18

1. Detta ar en teorifraga. Se kursboken.

2a) Neutrala elementet e=eceZ(G) , ty eg=g=ge for alla gG. Vidare &r Z(G) multiplikativt
sluten ty om w, ze Z(G), sa géller (wz)g= w(zg)= w(gz)= (wg)z=(gw)z=g(wz) for alla geG.
Z(G) ar aven sluten under inversbildning. Ty om zeZ(G) galler for alla geG att g*z = zg™
och darmed att (g"z)* =(zg™")* med V.L.=z"g ochH.L=gz".

Enligt kriterium for delgrupper i kursboken ar darfor Z(G) en delgrupp av G.

b) Lat ¢ : G—>H vara en isomorfi och zeZ(G). For att visa att ¢(z) eZ(H), lat heH. Da finns
geG med o(g)= hsé att p2)h=0(2)9(9)=0(z9) = ¢(92) =p(9)¢(2)= ho(2). Alltsa galler
o(z) € Z(H) och att ¢(Z(G))c Z(H). Eftersom dven ¢*: H>G 4ar en isomorfi ger samma
argument att ¢"*(Z(H))< Z(G). Detta visar att ¢ avbildar Z(G)) bijektivt pA Z(H) och darmed
att de ar isomorfa grupper.

3) Lat ¢: A— A vara en additiv grupphomomorfi. Da &r enligt resultat i kursboken

o(ma)= me(a) for alla acA och meZ. Speciellt &r o([m],)=p(m[1],)=moe([1],) om A= Z,.
Men mo([1],) beror bara pa restklassen av m(mod n) och kan uppfattas som produkten
[M].®o([1]n) av [m], och @([1],) i Zn. Alltsa ges varje additiv grupphomomorfi ¢: Z, — Z,
av o([m]n)= [m],®[K]» for nagot entydigt bestamt element [k],eZ,. Omvént, om [K],eZ, sa
ar avbildningen opq: Zn = Zn , @([m]n)= [m],®[K]» en additiv grupphomomorfi ty

@([m]a®[m’]n)= ([M]nS[M"10)®[K]n= ([M]n®[k]n)( [M]n®[K]n) =@([M]®e([M]n) p.g.a.
distributiva lagen i ringen Z,,.

3a) Vi har sett ovan att samtliga grupphomomorfier ¢: Z, — Z, ar av typen opq dar [K]eZ,.
Har &ar o nollavbildningen som ej ar en isomorfi. Om [K] har en multiplikativ invers [I] i Z,
s& ar daremot ¢y (¢pg([m1))= op([m] ®[K]) =([m] ®[K]) @[1]) = [m] @(KI®[1])= [m] ®[1] =
[m]. Alltsé ar opq da injektiv och darmed bijektiv enligt Dirichlets ladprincip. Om n &r ett
primtal s &r alltsé opq : Zn — Z, en gruppisomorfi for [k]= [0] i Z, eftersom Z, da &r en
kropp. Vi har ddrmed visat att det finns for varje primtal n finns precis n-1 gruppisomorfier
¢: Zn — Z, och att dessa ges av @1, ... , Q[n-1 -

(b) Enligt ovan ges de additiva gruppisomorfierna ¢: Z, — Z, av de avbildningar ¢pq som

ar injektiva. Men om n-1 vore bijektiva skulle alla ¢pq med [k]= [0] vara injektiva. Speciellt
skulle for [k]= [0] da gélla att g ([m])= [0] =>[m]= [0] och att [m] ®[K]= [0] =[m]= [0]. Det
kan darfor bara intraffa att det finns n-1 gruppisomorfier dd Z, ar ett integritetsomrade och
detta géller bara om n &r ett primtal.

4. Om en surjektiv ringhomomorfi Q — Z, hade funnits sa skulle det enligt fundamentala
homomorifsatsen for ringar dven finnas ett ideal i Q sadant att Q/I och Z, ar isomorfa som
ringar. Men ett ideal i Q ar endera {0} eller kroppen sjélv, eftersom om I/mel med I 0 vi
maste ha att (m/l)(I/m)=1<l och darmed att I= Q. Men varken Q/{0}= Q eller Q/ Q = {0} &r
isomorfa med Z,, eftersom varje sadan ring maste ha samma antal element n som Z,. Alltsa
finns ingen surjektiv ringhomomorfi fran Q till Z,.

5. Detta &r en teorifraga. Se kurshoken.



6a) Ett andragradspolynomet 6ver Z, kan bara vara reducibelt om det har en forstagradsfaktor
och déarmed ett nollstalle i Z,. Men x*+x+1 saknar s&dan nollstallen ty saval 0°+0+1 som
12+1+1 ar likamed 1 i Z, . Alltsd & x*+x+1 irreducibelt i Z[x].

b) Om ett femtegradspolynom f(x)= g(x)h(x) for tva polynom g(x), h(x) € Z,[x] sa maste

grad g +grad h =5 och endera g(x) eller h(x) ha grad hogst tva. For att visa att polynomet

f(x) = (®+x+1)(x>+x) +1 &r irreducibelt 6ver Z, racker det darfor visa att det inte har ndgon
andragradsfaktor. Men f(0)= (0%+0+1)( 0°+0) +1=1 och f(1)= (1%+1+1)( 13+1) +1=1. Allts4
kan inte f(x) ha nagon forstagradsfaktor. f(x) kan darfor inte heller ha nagon andragradsfaktor
som ar reducibel i Z,[x]. Enda aterstaende mojlighet for f(x) att vara reducibel ar darfor att det
har en irreducibel andragradsfaktor. Men enligt a) ar x*+x+1 det enda irreducibla andragrads-
polynomet i Zy[x]. En direkt inspektion visar emellertid att (x*+x+1)(x*+x) +1 ej &r jamnt
delbart med (x*+x+1). Alltsd ar f(x)= (x*+x+1)(*+x) +1 irreducibelt dver Zo.

7.0m A4 och A3xS, vore isomorfa skulle det finnas en bijektion mellan dem. Men den
alternerande gruppen A, bestar av alla jamna element i S, och har darmed index 2 i S,.
Alltsa har A4 ordning 12, Az ordning 3 och AsxS; ordning 6. Det kan darfor inte finnas ndgon
bijektion mellan A4 och A3xS,.



