Algebraiska strukturer, 21 januari

MANGDER OCH OPERATIONER

De fyra raknesatten: addition, subtraktion, multiplikation och di-
vision &r, vad man ofta kallar, (aritmetiska) operationer i méngder
av alla tal.

Definition. Lat M vara en mingd. En binir operation x
pa M &r en regel som till varje ordnat par (z,y) av element i M
ordnar ett nytt element i M. Detta nya element skriver vi x * y.

(z,y)—»zxyeM

Definitionen séger att en binir operation dr en funktion fran
kartesianska produkten M x M = {(z,y) | z,y € M} till M.

Exempel 1. (a) Lat M vara en av méngderna N, Z, Q, R, C
och ldt axb=a+b, (a,b) »a+b

(by M =N, m*n=m", (m,n) »m"” € N.

(c) M =Z,m+*n=m —n. (Obs! x - ej operation pa N, ty,
tex., 2x3=2—-3¢N).

(d) Lat M vara méngden av (2 X 2)-matriser med reella el-
ement och A * B = AB, den vanliga matrisprodukten for A,
B € Maty(R).

Om M = {a1,as,...,a,} & en dndlig mingd sa definierar
man ofta operationer pa M m h a “multiplikationstabeller” (Cay-
leytabeller):

* ax a; a; (479

ai al * ay al x a; al*aj ai * an
a; a; * ay a; *x a; a; * aj a; * Qp
a; aj; * ap aj * a; a; * a; aj * Qn
(47 Qp * A1 an * a; an*aj Qp * Qp,

Exempel 2. Lat M = {-1,1}, * &r en vanlig multiplikation.
Multiplikationstabellen for * blir da

* | 1 -1
1 1 -1
-1 -1 1

Definition. En operation x pa M kallas kommutativ om
axb = bxa for alla a,b € M. Den kallas associativ om ax*(bxc) =
(axb)*cdaa, b, c € M. Man siger att e € M ar ett neutralt
element fér x omaxe=exa=adda € M.

Exempel 3. (a) De vanliga additionen och multiplikationen
dr kommutativa och associativa pa N, Z, R, C.

(b) Betrakta (N, *), ddr mxn = m™. * ar inte kommutativ, ty
t.ex 2x3 = 2% = 8 # 32 = 3x2, den #r inte associativ heller, ty t.ex.
2% (2%3) = 2423 = 22° = 28 men (2%2) %3 = 22x3 = (22)3 = 26,



Med hjalp av multiplikationstabellen kan man l4tt avgéra om
operationen dr kommutativ (Hur?), har ett neutralt element (Hur?).

Obs! Att kontrollera att operationen ar associativ ar inte lika
latt!

GRUPPER

Definition.Lat G vara en mangd och lat * vara en operation pa
G dvs

(0) axbe Gdaa,be G (sluthet).

Man séger att (G, %) r en grupp om

(1) = &ar associativ, dvs (a*xb) xc=ax (bxc), da a, b, c € G;

(2) det finns e € G sa att exa =axe =a da a € G (neutralt
element eller identiteselement),

(3) till varje a € G ska det finnas ett element o' € G sa att
a' xa=axd = e (invers)

Vi skriver (G, ). Det foljer fran Sats 5.1 att i varje grupp
finns det endast ett neutralt element (identitetselement) och varje
gruppelement a har endast en invers a'.

Exempel 4. (a) Z, Q, R, C med operationen + &r grupper
(€ N)

(b) Om vi uteldmnar 0 ur Q, R, C far vi grupper med avseende
pé den vanliga multiplikationen ((Z \ {0}, -) &r inte en grupp).

(c) Lat X vara en mingd och 1at G bestd av bijektiva funk-
tioner. Operationen * &r sammansittningen av tva funktioner:
(f * 9)(z) = f(g(2)). (G,*) &r en grupp (Visal)

(d) Lat G bestd av rotationer och speglingar av planet som
overfor n-horingen pa sig sjilv och lat * vara sammanséttningen.
(G, %) &r en grupp.

Sats 5.1. I varje grupp finns det endast ett neutralt element
e och varje gruppelement a har endast en invers a'.
Bevis. 1. Lat e och f vara element i G som uppfyller

axe=exa=adda€eCG 1)
axf=fxa=addiaed (2)

D4 giller f = (enligt (1) = ex f = (enligt (2)) = e, dvs f =e.
2. Lat a € G och lat b, ¢ € G uppfylla

axb=bxa=eochaxc=c*xa=ce,
(e ar det neutrala elementet). Da géller
b=bxe="bx(axc)=(assoc) = (b*xa)*xc=e*xc=c,

dvs b =c.
Inversen till @ € G betecknar man ofta a~?.

Anmairkning. (a) Nar man definierar en grupp sa beskriver
man méingden G av dess element och gruppoperationen . Formellt
borde man sédga att (G,*) ar en grupp. Icke-desto mindre siger
man oftast att G ar en grupp.

(b) Vi vet redan att symbolen “x” som betecknar en operation
kan tolkas pa olika sétt. Nar det galler beteckningar finns det tva



vanliga typer som dels beror pa traditionen dels pa bekvamligheten.
Det ar sidkert bekvamare att skriva ab eller a - b i stéllet for a * b.
D4 siger man om multiplikativ notation. Inversen betecknas
d& med a~!. Ibland #r denna notation inte helt naturlig, speciellt
nir gruppoperationen ar addition. Da anvinder man additiv no-
tation dvs man tolkar “x” som “+”. Inversen betecknas da med

—a och identitetselementet med 0.

Proposition. Lat G vara en grupp och a, b, c € G. Da giller
strykningarna

(@) axc=bxc=>a=1b
(b) cxa=cxb=>a=b

Bevis. (a) Multiplicera fran hoger med inversen c¢~! till c.
Enligt associativiteten far vi

(axc)xc P =(bxc)xct Sax(cxc ) =bx(cxc™)
Saxe=bxes a=hb.

Cayleytabell. Lit G = {ai,...,a,} vara en dndlig méingd.
Varje operation pa G kan beskrivas m h a Cayleytabell. Cay-
leytabellen for en grupp har foljande egenskap: Varje element
forekommer precis en gang i varje rad och precis en gang i varje
kolonn, ty en rad i tabellen bestar av produkterna a; xaq, - - ., a; *
aj,...,q; * an, alla dessa produkter ger olika element i G' dérfor
att a;*a; = a; *ay ger a; = ay. I alménhet &r det inte l&tt avgdra
om en operation pd G definierar en grupp genom att studera Cay-
leytabellen. Genom inspektion av denna upptéicker man latt om
det finns ett neutralt element (Hur?) och om varje element har
en invers (varje rad och varje kolonn maste innehalla det neutrala
elementet). Associativiteten ar svart att kontrollera.
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PERMUTATIONER

Definition. En permutation av en mingd S &r en bijektiv
funktion ¢ : S — S. Mingden av alla permutationer bildar
en grupp Sym(S) under sammanséttningen (se exempel 4 (c)).
Om S = {1,2,...,n} betecknar man Sym(S) med S,. For att
beskriva elementen i S,, anvinder man tabellbeteckningen:

Om o(1l) = a1, 0(2) = aa,...,0(n) = a, kommer vi att skriva

( 1 2 ... n>
ag =
a a2 ... Qp

Antalet ellement i S, ar n!

Permutationer kan presenteras mera kompakt. Lat p1, p2,...,pr €
{1,2,...,n} och 1&t (p1,pa,...,pr) beteckna funktionen o(p;) =
b2, U(p2) = p37"'70-07k) =N och O'(Z) = 7'.7 da i 7é P1,---,Pk-

o 1 2
T.ex. (1,2,3) ar beteckningen pa ( 9 3 ? )

(p1,p2,---,pr) kallas for en cykel av langd k.

Om f = (p17p27' .- 7pk) och 9= ,17p127 7p2;)7 dar alla tal
D1, P25+, Pk, Py, Ph,---, D), ar olika da sdiger man att f och g ar
disjunkta cykler.

For tva disjunkta cykler p, o € S,, giller att po = op. Visal

Varje permutation kan skrivas som en produkt av disjunkta
cykler. Héar foljer ett enkelt recept: Man véljer ett tal p; som inte
avbildas pa sig sjilvt. Déarefter tar man bilden p, av p;, bilden p3
av py osv tills man far p; igen. Da har man en cykel. Nu tar vi
ett tal som inte ingar i férsta cykel och gor pa samma satt. T.ex.

1 2 3 45 6
brukar utelamna cykler av langd 1.

En cykel (a,b) av langd 2 kallas for transposition. En trans-
position byter alltsa plats pa tva element och later Ovriga vara.

Pastaende.Varje permutation i S,,, n > 2, kan skrivas som
en produkt av transpositioner.

Bevis. Ovning 6.9 i kursboken.

En permutation i S,,, n > 2 kan skrivas som en produkt av
antingen ett jimnt eller udda antal transpositioner.

En permutation i S,, kallas jamn eller udda, beroende pa om
den kan skrivas som ett jamnt eller udda antal transpositioner.

Exempel. Permutationen

p=(1,7,5,2,3)(6,4) = (1,3)(1,2)(1,5)(1,7)(6,4)

ar udda.

Sats 7.2 Mingden av alla jimna permutationer bildar en
grupp m a p sammansittningen och kallas for den alternerade
gruppen for n element. Betecknas A,,.

Definition. En grupp (G, ) kallas abelsk om

axb=bxadaa,beCG



Sats 6.3. S, ar inte abelsk da n > 3.

DELGRUPPER

En delgrupp till en grupp G ar en delmingd H C G sa att H
bildar en grupp under samma operation som G. Om H # G ar H
en dkta delgrupp. Om H = {e} &r H en trivial delgrupp.

Lemma. Lat G vara en grupp med operation * och lat H
vara en delgrupp till G. D3 foljande géller:

(a) om f ar det neutrala elementet i H och e &r det neutrala
elementet i G, sd ar f = e;

(b) om a € H s &r inversen till a i H lika med inversen till a
i@.

Bevis. (a) Eftersom f dr det neutrala elementet i H, &r fxf =
f. Multiplicera likheten frdn hdger med inversen f~1! till f i G.
Tack vare associativiteten far vi

e )=+,

(fFrxf)xf=e
exf=e,
f=e

(b) Lat a € G. Lat a ! vara inversen till a i G och 1it ¢
vara inversen till ¢ i H. Da dr axc = ¢xa = f och darmed
axc=c*xa = e ty e = f enligt (a). Detta innebdr att ¢ ar
inversen till a i G, dvs ¢ = a~!.

Sats 7.1. Lat G vara en grupp. En delmingd H C G bildar
en delgrupp om och endast om

(i) H ar icke-tom;

(ii) ax b€ H for alla a, b € H;

(ili) a=! € H for allaa € H.

Bevis. = Lat H vara en delgrupp till G. (i) géller ty H har
minst ett neutralt element; (ii) géller, ty * dr en operation pa H;
(iii) géller, ty om a € H sa har a en invers a' i H och enligt lemma
ovan a' ir lika med inversen a ! till a i G vilket ger ! € H.

< Lat H vara en delméngd till G som uppfyller (i), (ii) och
(iii). (ii) betyder att % &r en operation pad H. Associativiteten
foljer fran att = &r associativ pa hela G. Gruppens neutrala ele-
mentet e ligger i H eftersom om a € H (sddant element existerar
enligt (i)) s& dr a=! € H enligt (iii) och e = a xa~! € H enligt
(ii). Detta ger att e ar ett neutralt element i H. Varje element
a € H har en invers i H, nimligen a~!, som ligger iH enligt (iii).
Alltsa &r H en grupp m a p .

Exempel 1. U = {z € C| |z| = 1} 4r en delgrupp i C\ {0} =
C* under multiplikation. (Visal!)

Exempel 2. Alla (n x n)-matriser med reella element och
med determinant lika med 1 &r en delgrupp (betecknas SL,(R))
till gruppen GL,(R) av alla (n x n)-matriser med reella element
och med determinant # 0 under matrismultiplikation. Vi har

A,B € SL,(R) = det A =1 =det B = det(AB) = det Adet B =1 => AB € SL,(R)

vilket visar slutheten. Om A € SL,(R) och A™' &r inversen
till A si giller AA~! = E (E #r enhetsmatrisen), 1 = det E =



det AA™! = det Adet A™! vilket ger nu det A™! =1sd att A~ €
SL,(R).

Exempel 3. De jimna permutationerna i S, bildar en del-
grupp - den alternerande gruppen (Sats 7.2).
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RELATIONER

En relation R pa en mingd X dr en godtycklig mangd bestaende
av par (z,y), dar z, y € X.

Man skriver  ~g y (z ~ y) om (z,y) € R. Men ersétts
oftast med andra tecken som traditionellt betecknar kénda rela-
tioner t ex med “<” eller “|”.

« R
~

Exempel. 1. Lat X = N och lat Ry = {(z,z),z € N}. R;
beskriver likheten: * ~g, y omm x = y.

2. Lat X = Z och Ry = {(z,z + 5k),z € Z,k € Z}. Da
x ~pg, y omm 5|(z —y).

3. Lat X =R och Rs = {(z,y),z < y}. R3 beskriver relatio-
nen “mindre eller lika”.

EKVIVALENSRELATIONER

En relation ~ pa X &r en ekvivalensrelation om
oz~ z for alla z € X (reflexiv)

e r~y& y~z (symmetrisk)

e r~yochy~z= 1z~ 2z (transitiv)

Relationerna R, Ry dr ekvivalensrelationer, R3 ir ej symmetrisk.

PARTITIONER

Lat X vara en mingd, X; C X, X; # 0, ¢« € I. Man siiger att X;,
i € I, utgor en partition av X om

X = UjerX; och X; ﬂXj ={ da X; 75 Xj.
Lat ~ vara en ekvivalensrelation pd X och z € X. Mingden
z]={ye X, dary~=z}, z€X.

[x] kallas da for ekvivalensklassen till  under ~.

Sats 9.1. Ekvivalensklasserna under varje ekvivalensrelation
pa X bildar en partition av X. Omvént, givet en partition sa finns
det ekvivalensrelation pa X, vars ekvivalensklasser utgors precis
av X;, i€ I.

Bevis. 1. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa X. Eftersom
z ~ z for varje x € X, giller z € [z] och X = Ugex[z] (unionen
av alla ekvivalensklasserna).

Lat nu [a] och [b] vara tva icke-disjunkta ekvivalensklasser.
Vi vill visa att [a] = [b]. Da far vi att tva ekvivalensklasser
antingen ar lika eller disjunkta. Eftersom [a]N[b] # 0 finns det
¢ som tillhér saval [a] som [b]. Ur symmetriet och transitiviteten
foljer att

c€lalochceb)=a~cochc~b=>a~b



Vilj nu z € [a] godtyckligt. Da géller  ~ a som tillsammans med
a ~ bger z ~boch dirmed z € [b] och [a] C [b]. Av symmetriskél
har man ocksa [b] C [a] och alltsa [a] = [b].

2. Definiera ~ enligt

z ~y < x och y tillhér samma X;

Reflexivitet och symmetri &r uppenbara. ~ &r transitiv, ty x ~ y
och y ~ z < det finns 4 € I s att z,y € X; och det finns j € I
sa att y,z € X; varav y € X; N X;. Eftersom X; N X; # () omm
X; = Xj, far vi att z,y,2 € X; = Xj, dvs & ~ 2. Altsd &r ~ en
ekvivalensrelation. Det framgar ocksa att ekvivalensklasser under
~ utgdrs av mingderna X;, ¢ € I.

Ur sats 9.1 foljer att tva ekvivalensklasser antingen &r lika eller
disjunkta och dessutom z € [a] omm [z] = [a].

DELBARHET

Definition. Om a och b &r tva heltal sé siger man att b delar a
om a = bq, dar q &r ett heltal. Detta betecknas b|a.

Nagra egenskaper hos delbarhetsrelation.

Lat a, b, ¢ € Z. Da giller

(a) om d|a och d|b s galler d|(a £ b);

(b) om a|b och b|c sa géller alc;

(c) om alb och bla sa &r b = =+a.

KONGRUENSER

Lat n vara ett positivt heltal, a, b € Z. Man séger att a och b &r
kongruenta modulo n om n|(a —b). Man skriver a = b mod n
eller a =, b. Uttrycket a = b mod n kallas kongruens.

Sats 10.1. Kongruens modulo n dr en ekvivalensrelation pa
Z for varje positivt heltal n.

Bevis. Reflexiv: a € Z = a = a mod n, ty a—a = 0 och n|0.

Symmetrisk: a,b € Z och a =b mod n = n|(a — b) = n|(b—
a) =>b=a mod n.

Transitiv: a,b,c € Z,a =b mod n, b=c mod n = n|(a —b)
och n|(b—c) = n|((a—b)+ (b—c)), dvs n|(a—c¢) = a = ¢ mod n.

Ekvivalensklasserna under denna ekvivalensrelation kallas kon-
gruensklasserna modulo n.
Exempel. Det finns tre kongruensklasser modulo 3:

Ol={z€Z,2=30}={zx€Z,3|z}={...,-3,0,3,.. .},
M={2€Z,z=51}={z € Z,3|(z-1)}={...,-2,1,4,.. .},
2l={zr€Z,z=32}={z€Z,3|(z-2)} ={...,-1,2,5,...}.

Divisionsalgoritmen. Om a och b &r heltal och b # 0 s& ar
a=bg+r, dar 0 <r < |b).

Bade ¢ och r dr definierade entydigt av a och b.
Definition. Talen ¢ och r i Divisionsalgoritmen kallas for
kvoten och respektive resten vid division av a med b.




Sats 10.2. Lat n vara ett positivt heltal. Varje heltal &r
kongruent modulo n med precis ett av heltalen 0, 1,...,n — 1.
Bevis. Lat a € Z. Enligt Divisionsalgoritmen &r

a=nqg+r, dir0<r <n.

Da ar a — r = nq vilket medfor att n|(a —r) och a =, r. Vi har
alltsa att a ar kongruent med minst ett av heltalen 0, 1,...,n—1.
For att visa unikness antar vi att @ =, s, dir 0 < s < n. Da
géller a — s = nt, for nagot heltal ¢, och a = nt + s. Detta medfor
att s = r, ty resten ar definierad entydigt av a och n.

For kongruensrelationen modulo n har man
[z] = [r], dér r &r resten vid divisionen av z med n ,

ty & =, r och ddrmed z € [r], och eftersom olika kongruensklasser
saknar gemensamma element far vi [z] = [r].

Av sats 10.2 foljer att det finns precis n kongruensklasser mod-
ulo n: [0], [1],...,[n —1].

Mingden av alla kongruensklasser kommer att betecknas med
Zp={[0],[1],-..,[n — 1]} eller Z,, = {[0]n, [1]n,-- -, [0 — 1]n} eller
enkelt Z,, = {0,1,...,n —1}

Definition. For [a], [b] € Z,, definierar vi

[a] ® [b] = [a + b] och [a] ® [b] = [ab].

Ar operationerna vil-definierade?

Lemma. I Z,, giller foljande:

om [a1] = [a2] och [b1] = [be] sa &r [a1 + b1] = [a2 + b2] och
[albl] = [a2b2].

Sats 11.1. Z,, &r en abelsk grupp med avseende pa operatio-
nen .
Bevis. Associativitet:

[a]® (] @ [c]) = [a] ® [b+ ] = [a+ (b+ )]
([a]@ b)) @ [c] = [a+b]@[d] = [(a +b) + ]

sa att [a] @ ([b] @ [c]) = ([a]® [b]) ®[c], ty a+ (b+¢) = (a+D) +c.

[0] &r det neutrala elementet. Inversen till [r] &r [—r], ty [r] ©
[=r]=[r—r]=[0] = [-r +r] = [-r]®[r].

Alltsé ar Z,, en grupp. Den &r abelsk, ty [a] ® [b] = [a + b] =
[b+ a] = [b] ® [a].

Obs! (Z,,®) &r aldrig en grupp, ty [0] saknar invers. Z, \
{[0]}, ®) behdver inte heller vara en grupp, ty t ex [2]® [3] = [6] =
[0] i Zs.
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Lat a och b vara heltal. Med storsta gemensamma delaren
till @ och b (a # 0 eller b # 0) menar man ett positivt heltal d sa
att

1) d|a och d|b;

2) d ar delbart med varje gemensam delare till a och b.

Betecknas SGD(a,b) eller (a,b). SGD(0,0) = 0.

SGD(a,b) ar definierad entydigt, ty om bade d och d' uppfyller
villkoren ovan si géller d|d’ och d'|d vilket innebér att d = +d'.

Om SGD(a,b) = 1 sa siger man att a och b ar relativt
prima.

SGD(a,b) kan berdknas med hjilp av Euklides algoritm:
Man bildar en divisionkedja

a=bq +r, 0<r <|b,
b=T1(]2+T2, 0<ry <ry,
r1 =7T2q3 +713, 0713 <71y,

Tn—2 =Tpn_1qn + Tn, 0<r, < Tn—1,

Tn—1 = Tnqn+1-

Vi pastar att v, = SGD(a,b). ry|a och r,|b, ty fran likheterna
foljer att rp|rn_1 = ru|tn_2 = ...1Ta|b = ryla.

Om g nu ar en godtycklig gemensam delare till a och b si visar
den forsta likheten att g|r;. Alltsd ger den andra att g|ra, osv,
g|rn. Detta visar pastaendet.

Proposition. For varje par av heltal a och b finns det tva
heltal m och n sddana att SGD(a,b) = am + bn.
m och n kan berdknas med hjilp av Euklides algoritm.

Med minsta gemensamma multipeln till ¢ och b menar
man ett positivt heltal m som &r delbart med a och b och som
delar varje gemensam multipeln av a och b. Minsta gemensamma
multipeln av a och b definieras entydigt av dessa tal (varfor?).
Betecknas MGM (a,b).

Man sdger att ett positivt heltal p dr ett primtal om p har
exakt tva olika positiva delare: 1 och p.

Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal n > 1 &r en
entydig produkt av primtal dvs om

N =Pp1P2-..Pm = PiPs - --Dhs

dar p; och p;- ir primtal sa dr m = n och vid lamplig numrering
av faktorerna ar p; = pj.

Lemma 1. Lat p vara ett primtal, a,b € Z. Om p|ab sa géller
pla eller p|b.

Bevis av Lemma 1. Antag att p fa. Da & SGD(p,a) =1
och det finns m, n € Z sa att 1 = pm + an. Detta ger b =
pbm + abn. Eftersom p|pbm och p|abn, far vi pl|b.

Lemma 2. Lat p vara ett primtal ay,...,a; € Z. Om
plai . ..ay sa giller pla; for nagot i.



Bevis av Lemma 2. Vi visar pastdendet med induktion
med avseende pa antalet faktorer k i produkten. Fallet &k = 1
ar klart. Lat k > 1 och antag att pla; ...ax—1 medfor pla; f6r
nagot i € {1,...,k —1}. Lat play ...a. Enligt Lemma 1, play
eller play ...ax—1. Om play sa] ar vi klara. I annat fall ger induk-
tionsantagandet att p|a; for nagot i € {1,...,k — 1}. Beviset ar
klart.

Bevis av satsen. Forst visar vi med induktion att varje heltal
n > 1 ar en produkt av primtal. n = 2 ar klart. Lat n > 2 och
antag att varje heltal k, 1 < k < n, &r en produkt av primtal. Lat
p vara minsta dkta delaren till n (p # 1). D4 &r p ett primtal, ty
annars har p en dkta delare som ar automatiskt en delare till n.
Vi har n = pq, dir 1 < g < n. Enligt antagandet ar q en produkt
av primtal vilket visar att n dr en sadan produkt.

Entydigheten. Lat

P1D2 - - P = PiDh - - Dy, (1)

dar p; och p} ar primtal. Primtalet p; delar p;...p,. Detta
ger p1|piph - . . pl,. Enligt Lemma 2 p;|pj, for ndgot k och dérmed
p1 = pj. Vieliminerar p; fran vénster och pj, fran hoger i likheten
(1) och far

P2 Pm =D - -p;c—1p;c+1 ce Dy

Vi uppreppar samma argumenter och far m = n, varje p; &r lika
med nagot pg, ty vi inte kan ha alla primtal borttagna pa en av
sidorna och ha nagra kvar pa den andra.



Algebraiska strukturer, 4 februari

GRUPPER

Nagra enkla egenskapper hos grupper. Lat G vara en grupp.
Da giller foljande

e a,b,ceGochab=ac=b=c
e a b ceGochba=ca=b=c;

e a,b € G = ekvationen axz = b (xa = b) har precis en 19sning
x = a~1b (respektive z = ba"1);

cacG=(a ) t=gq
e a,beG= (ab)~ ! =b"ta"!

Bevis=Ovning.

Antalet element i en &ndlig grupp kallas gruppens ordning
och betecknas o(G) eller |G|. Om G har odndligt manga element
sdger vi att G har odndlig ordning och skriver o(G) = oo eller
|G| = 0.

CYKLISKA GRUPPER

Lat G vara en grupp, a € G. Vi vill bestdmma den minsta del-
grupp till G som innehéaller a. Den maste innehalla

3

a,aa =a%,aca=ad%,...,aa...a =a",
N——r

n ganger

identitetselementet e = a°

al(aa) t=atat=a2...(ga...a) =g lal...al =
N ——————
n ggr n ggr

Det &r litt att visa att a®a™ = a™t™ och (a®)~! = a™" for
varje m,n € Z. Enligt Sats 7.1 mingden {a",n € Z} &r en del-
grupp till G (a"a™ = a™*t™ € {a",n € Z}, (a™)™! = a™" €
{a",n € Z}). Denna delgrupp kallas fér delgruppen gener-
erad av a och betecknas med (a). Med den additiva notationen
maste man ersitta " med na(= a+a+...+a dia n > 0 och

(—a) + (=a)...+ (—a) dd n < 0). e

~ v
~~

n ggr
Om H ar en grupp och H = (a) for nigot element a € H si
kallas H for en cyklisk grupp.

Exempel 1. Lat G = {—1,1} med den vanliga multiplikatio-
nen som operation. Da dr G = (—1) = {(-1)",n € Z} # (1).
2. Lat G =C\ {0}, a=14. Vifar

P=1t=4q?=-1,=—i,i*=1,"=14,i=—-1,...

s& att vi endast far fyra olika tal. A andra sidan &r i~! = i

s& att varje negativ potens ar lika med en positiv. Vi far (i) =
{1,4,—1,—i}.

3. Lat G = Z med additionen som operation. D& ar Z =
{n-1,n € Z} = (1). Z &r odndlig.

Det finns tva mojligheter for potenser a™ i G:



o a" # a™ for alla n # m (i detta fall ir {a) odndlig).
o det finns r < s sd att a” = a® (enligt sats 14.3 ar (a) andlig).

Sats 14.3. Lat G vara en grupp, a € G. Antag att det finns
r<s,r,s €7Zsaatt a” = a®. Da giller foljande:

e (i) Det finns ett minsta positiva heltal n si att a™ = e.

e (ii) Om t € Z s giller a’ = e om och endast om nlt.

0

e (iii) Elementen e = a°, a,...,a" ! ir olika och

(a) = {e,a,d?,...,a" '}

Bevis. (i) a" = a®,r < s & a* " =e,s —r > (. Detta visar
att det finns ett positivt heltal n € Z sa att a™ = e. Eftersom
mingden av de positiva heltalen dr nedat begrinsad finns det
minsta positiva heltal som uppfyller a™ = e.

(ii) Lat a* = e, t > 0. Da dr t > n. Divisionen av t med n ger
t=nqg+r,dir 0 <r <n. Vifar da

e = at — anq+7‘ =a™q" = (an)qar — a7'7

som medfor att » = 0, dvs t = ng och nlt.

Om n delar t si ér t = ng och a* = (a™)? = e.

(iii) Lat r < s < n. Antag att a” = a°. Da &r a®* " = e och
0 < s —r < n vilket dr omdajligt, ty n dr det minsta positiva heltal
sd att a® = e. Detta visar att e, a,...,a” ! &r olika.

Vidare, varje a®v ir lika med en av potenserna a®,a’,...,a" "1,
ty N=gn+r, 0<r <nocha" =a?"" =a". Detta betyder
att {a) = {e,a,...a" 1}.

Det minsta positiva heltal n sa att a™ = e (additivt: na = e)
kallas for ordningen av a och betecknas o(a). Om sadant n inte
existerar skriver vi o(a) = co. Enligt sats 14.3 ar

o(a) = [(a)|

Exempel 1. G = (C\ {0},-). D4 ar o(i) = 4 (se exemplet
ovan).

2. G = (Ze,®). 23] =[3]@[3] = [6] = [0], dvs o([3]) = 2.
2(2) = [4] # [0}, 3(2] = [6] = [0] och o([2]) = 3.

SIDOKLASSER

Lat G = Z (med addition). Kongruensen modulo n &r en ekvi-
valensrelation pa Z vars ekvivalensklasserna (kongruensklasserna)
ar [0], [1],...,[n — 1] d&r

[r] = alla heltal som ldmnar resten r vid division med n,
dvs

[0] = {kn, k € Z}
[1] = {kn+1,k € 7}

[r]= {kn+rkeZ}

[n— 1]={kn+(n—-1),kecZ}



Vihar Z = [0]U [1]U ... U [n — 1]. Dessutom &r méngden [0] en
delgrupp till G och [r] = [0] + 7 = {a + 7,a € [0]}. [0] + r kallas
en hogersidoklass till delgruppen [0]. Vi fick en uppdelning av Z
i parvis disjunkta sidoklasser:

Z=[0U[0]+1U...U[0]+ (n—1)

Méangden Hg = {hg,h € H} (additivt: H +g = {h+g,h €
H}), dar g ar ett fixt element i G och H &r en delgrupp till G kallas
en hogersidoklass till H i G. Man siger att g ir en representant
for Hg.

Vihar a =b mod n omm a—b € [0], dvs n|a — b och kongru-
ensen modulo n definierar en ekvivalensrelation.

Sats 16.1. Lat H vara en delgrupp till en grupp G. Da &r
relationen ~ pa G definierade enligt

a~bomm ab~! € H (additivt: a — b € H)

en ekvivalensrelation pa G med ekvivalensklasserna Hg, g € G
(additivt: H + g).

Bevis. Reflexiv: z ~z ty zz7 ! =e € H.

Symmetrisk: z ~y < 2y~! € H & (zy~!)~! € H. Eftersom
(xy=1)! = (y71)7lz7! = yz~! far vi yz=! € H och dirmed
Yy~ .

Transitiv: z ~ y ochy ~ z = zy~! € H och yz—! € H.
Eftersom H ér en delgrupp far vi att zz=! = (zy1)(yz~!) € H
dvs = ~ z.

Altsd dr ~ en ekvivalensrelation.

Ekvivalensklassen till x € G ar

[2] ={y € G,y ~ 2} = {y,y2™" € H} = {y,y € Hz} = Hu.

Enligt Sats.9.1. och Sats.16.1 far vi att hogersidoklasserna
bildar en partition av G dvs

e G= UgEGHga

e HgyNHgs # ) = Hgy = Hgs, dvs tva hogersidoklasser
antingen &r lika eller disjunkta.

Dessutom har vi att
e g€ Hg
e ge Hg Hg=Hyg',
e g €eHgsg'gleH.

Exempel. Lit G = R? vara gruppen av alla vektorer i planet
med avseende pa addition av vektorer. Lat H vara den delgrupp
till G som bestar av alla vektorer pa z-axeln. Om v &dr en vektor
s& bestar sidoklassen H + v av alla vektorer som man far genom
att addera v till alla vektorer pa z-axeln. D& far man alla, vektorer
som slutar pa den linje som &r parallell med z-axeln och som gar
igenom &ndpunkten av v. Olika siddana linjer svarar mot olika
sidoklasser.




Man kan definiera vanstersidoklasser pa samma sitt:
gH = {gh,h € H}.

Om gruppen &r abelsk har vi att gH = Hg. Alla egen-
skaper hos hégersidoklasser visas analogt fér vinstersidoklasser.
Om gruppen inte ar abelsk véinster- och hogersidoklasser kan vara
olika.




Algebraiska strukturer, 6 februari

SIDOKLASSER

Lat G = Z (med addition). Kongruensen modulo n &r en ekvi-
valensrelation pa Z vars ekvivalensklasserna (kongruensklasserna)
ar [0], [1],...,[n — 1] d&r

[r] = alla heltal som l&mnar resten r vid division med n,
dvs
[0] = {kn,k e Z}
1] ={kn+1,k e Z}

[r]= {kn+rkeZ}

[n— 1] ={kn+ (n—1),k € Z}

Vihar Z = [0JU[1]U... U [n — 1]. Dessutom dr méngden [0] en
delgrupp till G och [r] = [0] + 7 = {a + 7,a € [0]}. [0] + r kallas
en hogersidoklass till delgruppen [0]. Vi fick en uppdelning av Z
i parvis disjunkta sidoklasser:

Z=[0]U[0]+1U...U[0]+ (n—1)

Mangden Hg = {hg,h € H} (additivt: H +g = {h+g,h €
H}), dar g ar ett fixt element i G och H &r en delgrupp till G kallas
en hogersidoklass till H i G. Man séger att g ir en representant
for Hg.

Vihar a =b mod n omm a—b € [0], dvs n|a — b och kongru-
ensen modulo n definierar en ekvivalensrelation.

Sats 16.1. Lat H vara en delgrupp till en grupp G. Da ar
relationen ~ pa G definierade enligt

a~bomm ab ! € H (additivt: a —b € H)

en ekvivalensrelation pa G med ekvivalensklasserna Hg, g € G
(additivt: H + g).

Bevis. Reflexiv: s~z ty z2 ! =e € H.

Symmetrisk: z ~y < xy ! € H < (zy !)~! € H. Eftersom
(xy=1)7! = (y~H7 1z~ = y2~! fir vi y2~! € H och diirmed
Y~ T

Transitiv: 2 ~ y ochy ~ z = zy~! € H och yz=! € H.
Eftersom H #r en delgrupp far vi att zz=! = (zy ') (yz~') € H
dvs = ~ z.

Altsd &r ~ en ekvivalensrelation.

Ekvivalensklassen till € G &r

] ={y€G,y~z}={y,yz ' € H} ={y,y € Hz} = Haz.

Enligt Sats.9.1. och Sats.16.1 far vi att hogersidoklasserna
bildar en partition av G dvs



e G= UgEGHga

e HjyNHgs # ) = Hgy = Hgs, dvs tva hogersidoklasser
antingen &r lika eller disjunkta.

Dessutom har vi att
e gc Hg
e e Hge Hg=Hyg',
e g ceHgsg'gteH.

Exempel. Lat G = R? vara gruppen av alla vektorer i planet
med avseende pa addition av vektorer. Lat H vara den delgrupp
till G som bestar av alla vektorer pa z-axeln. Om v &dr en vektor
s& bestar sidoklassen H + v av alla vektorer som man far genom
att addera v till alla vektorer pa z-axeln. D& far man alla, vektorer
som slutar pa den linje som ar parallell med z-axeln och som gar
igenom &ndpunkten av v. Olika sddana linjer svarar mot olika
sidoklasser.

Man kan definiera vanstersidoklasser pd samma sitt:
gH = {gh,h € H}.

Om gruppen &r abelsk har vi att gH = Hg. Alla egen-
skaper hos hogersidoklasser visas analogt for vanstersidoklasser.
Om gruppen inte dr abelsk vinster- och hégersidoklasser kan vara
olika.

Proposition. Lat H vara en dndlig delgrupp till en grupp G.
D4 ar |Hg| = |H| for varje g € G.

Bevis. Lat H = {h1,...,h,}. Da dr Hg = {hg1,...,hgn}.
Produkterna h;g ar olika ty h;g = hjg ger h; = h;. Detta visar
att antalet element i H dr lika med antalet element i Hg.

Lagranges sats. Lat H vara en delgrupp till en dndlig grupp.
D& &r o(H)|o(G).

Bevis. Hogersidoklasserna Hg bildar en partition av G, dvs
G=HgUHg,U...UHg, och Hg; N Hg; = (. D4 ar

o(G)=|Hg:|+ |Hg2| + ...+ |Hgn| =
(' enligt propositionen ovan ) = [H| + |H|+ ...+ |H| = n|H|

vilket ger nu att |H|(= o(H)) delar o(G).

INDEX

Beviset av Lagranges sats visar att antalet hogersidoklasser &r lika
med o(G) : o(H). Néir man bevisar Lagranges sats med hilp av
vénstersidoklasser i stillet for hogersidoklasser far man att o(G) :
o(H) &r lika med antalet vénstersidoklasser.

Antalet hogersidoklasser (eller vanstersidoklasser) till H i G
kallas for index av H i G. Indexet betecknas ofta med [G : H].

Foljdsatser.

e 1. Lat G vara en dndlig grupp, a € G. Da o(a)|o(G).



e 2. Om o(G) = p, dér p &r ett primtal, s saknar G &dkta
delgrupper H dvs H # {e},G.

e 3. Varje grupp av primtalsordning ar cyklisk.
e 4. Om o(G) = N och a € G sé #r a™ =e.

Bevis. 1. Om a € G sa ordningen o(a) av a lika med ordnin-
gen av delgruppen (a) genererad av a. Enligt Lagranges sats ar
alltsa o(a) en delare till o(G).

2. Foljer direkt frén Lagranges sats ty varje primtal p saknar
delare # 1, p.

3. Oma € G, a # e sa ir {(a) en delgrupp till G och {(a) # {e}.
Enligt 2 &r (a) = G.

4. Om a € G sa ar o(a)|N enligt 1 och N = no(a) for nagot
heltal n. Vidare, a® = a™°(®) = (g°(@))" = ¢em = .

Exempel. Med héjlp av Lagranges sats skall vi beskriva del-
grupper till Ss.

0(S3) =3!=60chS3 = {(1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 3)7 (17 2, 3)7 (17 3, 2)}

Enligt Lagranges sats dr de eventuella ordningarna av delgrup-
per till S5 lika med 1, 2, 3, 6.

Det ar klart att o(H) = 1 ger H = {(1)} och o(H) = 6 ger
H=S;.

Om o(H) = 2 sa maste H = {(1), g} dir ¢ har ordning 2. Det
finns 3 sddana : (1,2), (1,3), (2,3). Alltsa har vi tre delgrupper
av ordning 2: {(1), (1,2)}, {(1),(1,3)}, {(1),(2,3)}.

Om o(H) = 3 s& é&r H = {(1), g, ¢*} diir o(g) = 3. Det finns 2
sadana element: (1,2,3) och (1,3,2). Eftersom (1,2,3)(1,2,3) =
(1,3,2), genererar de samma delgruppen {(1), (1,2, 3),(1,3,2)}.

Varning. I allminhet &r det inte sant att om d ar en delare
till o(G@) sa har G en delgrupp av ordning d. Men det géller for
cykliska grupper.

Sats. Lat G vara en dndlig cyklisk grupp av ordning n: G =
(a) = {e,a,....a%}. Da giller foljande:

e Varje delgrupp till G &r cyklisk

e Om 1 < k < n si genererar a* en delgrupp av ordning
n/SGD(n,k).

e For varje positiv delare d till n har G precis en delgrupp av
ordning d. Den #r (a™/?).

Exempel. Vilka delgrupper har Zq47

Enligt satsen ovan varje delgrupp av Zig ar cyklisk och for
varje delare d till 16 finns det precis en delgrupp av ordning d.

Positiva delarna till 16: 1, 2, 4, 8, 16. Det finns 5 delgrupper:

H, = <[0])5

Hy = (12[1)) = {[o] 5]},

Hs = <§[1]) = {[0], 4], (8], [12]},

Hy = (F[1]) = {[0], (21, [4],[6], [8], [10], [12], [14]},
H5 = <%[1]) = ZIG-




Algebraiska strukturer,? februari

ISOMORFIER

Exempel. Lit G, = Z, = {[o0], (1]} med & och Gy =8y =
{(1),(1,2)} med sammansétningen o. Grupptabellerna f5r G, och
G ir foljande

@ 1[0 [ °o | (1) (9
[0 [ o] [1] O 1 @ @2
A in o 1,2) [ 1,2) (@)

Observera att om vi skriver (1) istillet for [0] och (1,2) istallet
for [1] i forsta tabellen far vi den andra, Grupperna Gy och G, &r
”lika” och det ar bara deras element som betecknag pa olika sitt,.
Betrakta avbildningen 6 : Z, S2: 6([0]) = (1), (1) = (1,2).
Vi far att 4 ar en bijektion och

8([=] @ [y]) = 8(z]) o 4([y))
for godtyckliga [z], [y] € Z,.

Tva grupper, G och H. , 4r isomorfa om det, finns en bijektion
0: G+ H, sidan att

6(a * b) = 8(a)#6(b), for alla a,be @G,

dir * ar operationen i G och # &r operationen i H.
Avbildningen 6 kallas 44 en isomorfi, och vi skriver G~ H.
Grupperna G5 och G fran exemplet ovan &r alltsa isomorfa.

Exempel. Betrakta foljande grupper: (Z,+) och (22, +).
Definiera  : Z -y 22, enligt 6(n) = 2n for varje n € Z. Klart att
0 &r bijektiv och 9(n + m) =2(n+m)=2n+ 2m = 8(n) + 6(m)
géller for alla heltal m och 7, dvs 8 bevarar addition. Detta visar
att @ ir en isomorfi och Z, v 2Z,fast 2Z C Z.

Sats 18.1. Lit G vara en grupp med operation *, 1t H vara
en grupp med operation #, och 1at 8 : G H vara en avbildning
sadan att 8(a +b) = 8(a)#6(b) for alla a, b€ G. D5

* 1. b(eg) = ey

* 2. 6a™") = 6(a) for varje s € G

* 3. 6(a*) = 8(a)* for varje s € @

¢ 4. 6(G), bilden av 8, ar en delgrupp till H.
¢ 5. Om @ ar en-entydig s ir G ~ 6(G)

Satsen skall visas senare.

Sats 19.1. Antag att G och H ir grupper och G ~ H. D4
giller

* |G| = |H]|.
o G ir abelsk = H ir abelsk.



. G‘ércyklisk=>H5,rcyldisk.

e G har en delgrupp v ordning n => H bar en delgrupp av
ordning n.

o G har ett element av ordning n = H har ett element av
ordning n.
Exempel. 1. Zs och Zg &r inte isomorfa, ty |Zg| = 5 men
|Ze| = 6-
9. ZoxLaoch L48r inte isomorfa (obs! |ZexZal = |Z4 = 4)»
ty varje element# ([0}, [0}) i Za % 7.5 har ordning 2 (varfor?), men
7., har ett element av ordning 4, t ex [1}-

Sats 19.2. Varje cyklisk grupp av ordning 7 &r isomorf med
Z.,. Dessutom, om G ir en grupp av ordning p, dar p ar ett
primtal, & & G = Ly

Bevis. Om G aren cyklisk grupp av ordning n s finns det
o € G shdant att G = (o} = {e,a,0%,. .- ,a"1}. Vi definierar
g : G v Zn gepom (%) = [k}, k € 7. Definitionen av denna
funktion beror inte pé heltalet k som definierar potensen: om
oh = a* sa ar [kn] = [k2) ty gk1—Fka = e implicerar att n|(ky —k2)
och darmed [k1] = [ka}. Man kontrollerar litt att olika element
ak, g™ har olika bilder: [k] = [m] betyder att n|(k —m) vilket ger
aF—™ = e och ok = a™. Funktionen 6 4r en-entydig. Klart att
den ar surjektiv. Detta visar att 8 ar en bijektion. Vi har ocksd
att

o(a* +ah) = (e =k + N=Kell= 8(c*) ®0(a")-

Alltsa ar 6 en jsomorfi.

Om G &r en grupp av ordning p, dar p &r ett primtal shar G
cyklisk enligt en av foljdsatserna till Lagranges sats vilket ger nu
att G = Zp-

Fundamentala satsen om andliga abelska grupper. Varje
sndlig grupp G ar isomorf med en direkt produkt av cykliska grup-
per av typen Zp:, X oo XDgns dar p; ar primtal som kan vara lika.
Direkta produkten 5r definierad entydigt av G om man bortser
fran faktorernas ordningsfoljd.

Obs! OmGochHﬁrgrupperséierHﬁHxG

Exempel. Beskriv abelska grupper av ordning 100.

Vi har

100=2-2-5-5=22-5-5=2-2-52=22-55.

Enligt satsen &r varje abelsk grupp av ordning 100 isomorf med
precis en av fsljande grupper:

Zo X Zy X Zs X Zg, Zaa X Zg % Zs, Zs % Zy x Zgs, Zaa X Zgs.

muta-

Cayles sats. Varje andlig grupP 5r isomorf med en per
tions grupp-



Bevis. Multiplikationen till hdger med ett element g € ¢ ger
en permutation, o,, av G = {ay, ay, . .. y8n}:

O = ay az Y/
a axa) a*ay ...asg,

(Obs! alla g + a; ar olika, ty a % a; = G * a; ger a; = a;. Multip-
likation med en produkt a » b ger permutationen gy, = g, o ay.
Vi far alltsa avbildning 9 : G Sym(G): 8(a) = o, vilken
uppfyller 8(a + b) = 4(a) o 8(b) for alla @, b € G. Om 6(a) = 4(b)
SAdrcxa=cxb for allac, varava = b. Lat H vara bilden av G.
H &r en delgrupp av Sym(G) och H ~ G.

Féljdsats. Varje Erupp av ordning n ir isomorf med en del-

grupp av S,,.
Bevis. Man kan identifiera elementet a; i G med talet i och

ersitta a +a; = a,, med i for ett lampligt index Pi. DA represen-
terar vi 0, med en permutation av talen 1,2,... n:

(1 2 n)
Oy =
Pop;o...p,
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HOMOMORFIER

Lat (G, x) och (H, #) vara tva grupper. En avbildning § : G — H
mellan grupper kallas en grupphomomorfi eller bara homomorfi
om

e O(axb) =6(a)#0(b) for allaa, be G.

Exempel. 1. Betrakta (Z,+) och (Zp,®). Definiera 8 :
Z ~ L, genom 6(k) = [k], k € Z. Da &r 6 en homomorfi, ty
Ok +m) =[k+m]=[k]®[m] =6(k) ®0(m). 0 ar inte bijektiv,
ty 0(k) = 0(k + n) for alla k € Z.

2. Absolutbellopet ger en grupphomomorfi fran (C\ {0}, -) till
(R\ {0}, -), ty om 6(z) = |2] s8 &r O(z122) = |2122] = |21][22] =
0(21)0(z2). 8 ar ej isomorfi (varfor?).

3. Lat G = G x G2 vara direkta produkten av grupper.
Avbildningen 7; : G — G, dér 7;((g1, 92)) = g; ar en homomorfi.
Varfor?

Sats 18.2. Lat G vara en grupp med operation *, 1at H vara
en grupp med operation #, och lat 8 : G — H vara en homomorfi.
D4 galler:

e 1. f(eg) =

e 2. f(al) = ()lforvarjeaeG

e 3. 9(a*) = 6(a)* for varje a € G.

e 4. §(G), bilden av 6, ar en delgrupp till H.

e 5. Om @ &r en-entydig sd ar G =~ 6(G).

Bevis.
1. For a i G har vi att

0(a) = 6(a * eg) = 0(a)#b(ec),

varfor 0(eg) = en.
2. ForallaaiG ar

O(a)#6(a ') =0(axa ') =b(eq) = ex.

Alltsd dr 6(a)~! = 0(a™?).
3. Induktion med avseende pa k > 0. Fallet ¥ = 1 &r klart.
Antag att 6(a*) = 0(a)*. D4

6(a**") = (a" x a) = §(a")#6(a) = 6(a)*#6(a) = 6(a)**".

Fallet k£ < 0 &r en 6vning
4. Om b =6(a) och b' = 6(a’) i {0(g),g € G}, s4 &r
b#b = 6(a)#6(a’) = 6(axa') € {0(9),9 € G}
och
bl =6(a)"' =6(a"") € {0(g),9 € G}.
Alltsa ar bilden av 8 en delgrupp till H.

5. Om 0 ar en-entydig sa ar 6 : G — 6(G) en bijektion, varav
G~ 6(G).




BILD OCH KARNA
Om 6 : G — H ar en grupphomomorfi ges bilden till § av
Imd = 6(G) ={6(9),9 € G}
och kérnan till 6 av kerf = {g € G : 0(g9) = en}.

Sats 31.1. Lat 0 : G — H vara en grupphomomorfi. D3 &r
ker en delgrupp till G. Dessutom, &r 6 injektiv omm ker§ =

{eg}.
Bevis. eg € kerd, enligt Sats 18.2. a, a' € kerf = a * d/,
a~! € ker 0, eftersom

Olaxa') =0(a)#0(a') = eg#en = en
och
6(a™') =0(a)"" = ey’ =en.
Detta visar att ker @ ar en delgrupp till G.
Antag att ker§ = {eg}. For a, b € G giler att
B(a) = 0(b) < 0(a)#0(b) ' =eg © O(axb™') =ex &
Saxb lekerfeaxb ' =eqg & a=b.
Detta visar att 6 avbildar olika element i G pa olika element i
H, dvs 6 &r injektiv.
Om @ ar injektiv, s& &r 6(a) = ey omm a = eg, ty f(a) =
e = 0(eq).

NORMALA DELGRUPPER

En delgrupp N till en grupp G 4r normal om gng~! € N for alla
n € N och alla g € G. Vi skriver N <G.

Obs! Ian abelsk grupp &r alla delgrupper normala, ty gng=—! =
ngg ' =n € N for alla g € G och allan € N.

(5vning. Visa att N dr en normal delgrupp till en grupp G
omm gN = Ng for alla g € G, dvs vanster- och hogersidoklasser
ar lika.

Exempel. 1. Lat G = S5, N = ((1,2)) = {(1),(1,2)} och
g=1(2,3). Da ar

Ng =1{(2,3),(1,2,3)}, gN ={(2,3),(1,3,2)}

varav foljer att N inte 4r normal.

2. Lat G = GL,(R) (alla n x n-matriser med determinant # 0
med matrismultiplikation). Lat N = SL,(R) (alla n x n-matriser
vars determinant r 1).

Ovning. Visa att N r en delgrupp till G.

N &r normal, ty

det(ABA™') = det Adet B(det A)™' =detB =1
for varje A € G och B € N.

Sats 21.2 (31.2). Om 0 : G — H &r en grupphomomorfi sa
ar ker 6 en normal delgrupp till G.

Bevis. Om g € G och n € ker§ si har vi att

0(gng™") = 0(9)8(n)8(g™") = 6(9)en(9)~" =0(9)6(9) ™" = en
och dirmed ligger gng=" i ker#.
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NORMALA DELGRUPPER

En delgrupp N till en grupp G ér normal om gng~! € N for alla
n € N och alla g € G. Vi skriver N <G.

Obs! T an abelsk grupp &r alla delgrupper normala, ty gng—! =
ngg ' =mne N for alla g € G och allan € N.

Ovning. Visa att N &r en normal delgrupp till en grupp G
omm gN = Ng for alla g € G, dvs vanster- och hdgersidoklasser
ar lika.

Exempel. 1. Lat G = S3, N = ((1,2)) = {(1),(1,2)} och
9=1(2,3). Da ar

Ng:{(273),(1,2,3)}7 gNZ{(273)7(17372)}

varav foljer att N inte 4r normal.

2. Lat G = GL,(R) (alla n x n-matriser med determinant # 0
med matrismultiplikation). Lat N = SL,(R) (alla n X n-matriser
vars determinant &r 1).

Ovning. Visa att N dr en delgrupp till G.

N &r normal, ty

det(ABA™') = det Adet B(det A)™' =detB =1

for varje A € G och B € N.

Sats 21.2 (31.2). Om 0 : G — H &r en grupphomomorfi sa
ar ker @ en normal delgrupp till G.

Bevis. kerf &r en delgrupp enligt Sats 31.1. Om g € G och
n € ker @ si har vi att

O(gng™") = 0(9)0(m)o(g™") = 6(g)end(g) ™" = 0(9)6(g) ™" = em

och dirmed ligger gng=" i ker.

KVOTGRUPPER

Lat N vara en normal delgrupp till en grupp G. Lat G/N
beteckna mingden av alla hogersidoklasser (ekvivalent, vanstersidoklasser).
Vi kan definiera en operation pd G/N si att G/N blir en grupp
med avssende pa denna operation.

Exempel. Hur definierade vi operationen & pa Z,?

Zn = {[0,[1],...,[n — 1]}. [0] = {nk,k € Z} = (n) &r en
delgrupp till Z (med addition) och [r] = (n) +r, r € Z, &r bade
héger- och vénstersidoklasser till (n) i Z.

Likheten [a] @ [b] = [a + ] kan vi skriva om som

((ny +a)® ((n) +b) = (n) + (a + b).

Lat Na och Nb € G/N (additivt: N +a och N +b € G/N).
Vi definierar en operation i G/N enligt

NaxNb= N(ab) (additivt: (N +a)* (N +b) =N+ (a+D))



Lemma. Operationen * ar vildefinierad, dvs om Ng; = Ngs
och Nhy = Nhy sa dr Ng1hy = Ngshs.

Bevis.

Ngi = Ngy = g1 € Ng2 = g1 = n1g» for nagot nq € N.

Nhiy = Nhy = hy € Nhy = h; = nghs for négot ny € N.
Darmed galler att

gi1h1 =niganshs = n192n292_192h2-

Eftersom N dr en normal delgrupp far vi att gonagy b= ng for
nagot ng € N och
g1hi = ninzgaha

med ning € N vilket visar att g1hy € Ngahy varav Ngihy =
Ngghg.

Sats 22.1 (32.1). Lat G vara en grupp och lat N vara en
normal delgrupp till G. D4 bildar G/N en grupp med avseende
pa operationen x. Denna grupp kallas for kvoten av G med H.

Bevis. Associativitet: Lat g1, g2, g3 € G. Da

(Ng1 % Ngs) * Ng3 = Ng192 * Ng3s = N(9192)93 =
= Ngi(g293) = Ng1 * Ngags = Ng1 * (Nga * Ng3)

Elementet Ne = N &r ett identitetselement, ty om g € G sa
ar

Nex Ng= N(eg) = Ng och Ngx Ne = N(ge) = Ng.
Elementet Ng~—! &r en invers till Ng, g € G, ty
NgxNg~' =Ngg~' = Neoch Ng~' «x Ng= Ng~'g = Ne.

Alltsa &r G/N en grupp.

Om G &r andlig sa ar o(G/N) =[G : N].

Exempel. Z/{(n) = Z,.

FUNDAMENTALA HOMOMORFISATSEN FOR GRUPPER
Om 6 : G — H ar en grupphomomorfi med ker§ = K &r
G/K =~ Imé.

Dessutom, om 6 &r surjektiv sa dr G/K ~ H.
Bevis. Vi definierar ® : G/K — Im# enligt

®(Ka) = 0(a).

e & dr valdefinierad, dvs Ka = Kb = 6(a) = 6(b): om Ka =
Kb sa giller a € Kb och a = kb {6r nagot k € K, varav

0(a) = 0(kb) = 0(k)0(b) = ex8(b) = 0(b).
e & bevarar operation:

®(Ka* Kb) = ®(Kab) = 0(ab) = 6(a)d(b) = ®(Ka)P(KD).



o & ir bijektiv: ® avbidar hela G/K pa hela Im# och dirmed
ar surjektiv; ® ar injektiv, ty
®(Ka) = ®(Kb) < 0(a) =6(b)
( multiplicera med #(a)™" fran hoger)
Sem=00b)0a) =00)8a ") =0((ba")
s ba ' € K(=kerf) & be Ka< Kb= Ka.

Alltsa &r @ en isomorfi och G/K ~ Im#.

Exempel.
e (n) dr en normal delgrupp till Z och kvoten Z/{n) &r Z,.

e SL,(R) ar en normal delgrupp till GL,(R) och kvoten GL, (R)/SL, (R)
ar (isomorf med) R\ {0} (med multiplikation)

Vi har surjektiva homomorfier 8; : Z — Z,, (0:1(k) = [k], k € Z)
och 6y : GL,(R) — R\ {0} = R* (02(A4) = det A, A € GL,(R))
med kérnor (n) respektive SL,(R).

Exempel. Definiera 6 : Z15 — Z4 enligt 6([a]12) = [a]s.
1. @ ar en vildefinierad avbildning dvs definitionen av denna
avbildning beror inte pa heltalet a som definierar kongruensklassen:

[a]12 = [b]12 =4 12|(a — b) = 4|(a — b) = [a]4 = [b]4
2. 6 ar en homomorfi:
0([a]12®[b]12) = O([a+b]12) = [a+bls = [ala®[b]s = 6([a]12)DO([b]12)

3. 0 ar surjektiv.

4. Kéarnan ker§ bestar av alla kongruensklasser [a];, sddana
att 6([a]i2) = [0]4, dvs [a]s = [0]4 vilket betyder att 4|a. Vi far
alltsa

ker § = {[0]12, [4]12, [8]12} = ([4]12)-

Enligt homomorfi satsen &r

Z12/{[4)12) ~ Z4.
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GRUPPVERKNINGAR

Exempel 1. Lat X vara en kvadrat i planet och lat G besta
av alla transformationer av planet som bevarar avstandet och
kvadraten. G bildar en grupp med avseende pa sammanséttningen
av tva transformationer (Varfér?). Denna grupp kallas ofta kvadrat-
gruppen. G bestar i detta fall av féljande 8 transformationer: 4
vridningar vy, v2, vz, vg: 0°, 90°, 180°, 270° kring kvadratens
mittpunkt och 4 speglingar i linjerna s1, s2, s3, S4-

Man kan beskriva dessa transformationer med hjilp av foljande
permutationer av kvadratens horn 1, 2, 3, 4:

7TU1 = (1)’7‘-1)2 = (1527354)77‘"03 = (1,3)(2,4),7[’1}4 = (1547352)
s, = (1,2)(3,4),7s, = (174)(253)77‘-53 = (2,4),7s, = (1,3)

Sammanséttningen av tva transformationer motsvarar sam-
mansittningen av respektive permutationer. Vi sdger att G verkar
pé kvadratens hérn 1, 2, 3, 4.

L&t G vara en grupp och lat S vara en mangd. Sym(S) beteck-
nar gruppen av alla bijektiva funktioner med sammansittningen
av funktioner som operation.

G verkar pa S om det finns en grupphomomorfi

G — Sym(S)

dvs att det till varje ¢ € G kan man ordna en bijektiv funktion
g 0 S — S sa att

mgn =mgom, forallag,heG.

Exempel 2. En grupp verkar pa sig sjilv pa tre naturliga
satt:
(i) my(h) = gh, (multiplikation till vénster)
(ii) my(h) = hg™!, (multiplikation till hoger)
(ii) m4(h) = ghg™" (konjugering)
Bevis. Ovning.




BANOR
Om G verkar pa S far vi en ekvivalensrelation pa S genom
z~y & m(x) =y, for ndgot g € G.

e Ekvivalensklasserna till denna relation kallas banor (z och
y ligger i samma bana omm det finns ¢ € G sadant att

Ty (z) = y).
e Den bana som innehéller z betecknas Orb(z).

e Om det finns bara en bana sigs G verka transitivt.

Exempel 3. Delgruppen {v,vs} av kvadratgruppen verkar
pa S = {1,2,3,4}. Banorna ir Orb(1) = Orb(3) = {1,3} och
Orb(2) = Orb(4) = {2,4}.

Delgruppen {vq, vy, v3,v4} verkar pd S = {1,2,3,4} med unik
banan: Orb(1) = Orb(2) = Orb(3) = Orb(4) = {1, 2, 3,4}.

STABILISATOR

For varje s € S bildar G5 = {g € G : my(s) = s} en delgrupp
till G som kallas stabilisatorn till s.

Exempel. Om G &r kvadratgruppen och S = {1,2,3,4} sa
ar Gq = {g eqG: 71'9(].) = ].} = {’1)1,83}, Gy = {g eqG: 7Tg(2) =
2} = {’U1,84}, Gs; = {g €G: 7Tg(3) = 3} = {’1)1,83}, Gy = {g €
G H 71'9(4) = 4} = {’1)1,84}.

Sats. Om en #dndlig grupp G verkar pa en mingd S och s € S
S& ar G
|Orb(s)| =[G : Gs] = .
|G|

Bevis. Vi skall visa att elementen i Orb(s) star i ett-ett-
relation till sidoklasserna till Gs. For varje s € S har vi att

Orb(s) = {my(s) : g € G}.
For g, h € G och s € S giller att
To(8) = mp(s) & (m, L omy)(s) = s

& (mp-107mg)(s) =5 & (mp-14)(s) = 5
e hlged, ©gehG, & gG, =hG,

Detta ger att antalet olika element i Orb(s) ar lika med antalet
olika sidoklasser till G,. Drfor &r [Orb(s)| = [G : G,] = 154
enligt Lagranges sats.




ANTALET BANOR

Burnsides lemma. Om G &r en dndlig grupp som verkar pa
en dndlig mangd S ges antalet banor av

1
el D s € S:m(s) = s}l.
g€eG
Bevis. Vi rdknar antalet element i mingden
X={(g9,s) e GxS:my(s) =8} CGxS.

Detta kan goras pa tva olika sitt:

(X|=) HseS:(g,8)€X} =) s €S:my(s) = s}

9eG geG

och
X[ =3 ,es{g€G:(9,8) € X} = EseSHg €G:my(s) =s}| =

S l6i =3 ot = X 61 = (61 [ {panr}.
S

seS s€E banor

Exempel 4. P& hur manga olika sitt kan man maéla en
kvadrat med k farger om tva farglagningar ar lika om man far
en av dem fran den andra med hjilp av symmetriska transforma-
tioner?

Lat S vara mingden av alla farglagningar av en kvadrat med
given orientering. D4 &r |S| = k*.

Kvadratgruppen G verkar pa S. Om s € S &r en firgligning
sa bestar Orb(s) av alla element som fas fran s med hjélp av vrid-
ningar och speglingar. Darfor dr antalet olika farglagningar (tva
farglagningar ar lika om man far en av dem fran den andra med
hjalp av symmetriska transformationer) lika med antalet banor da
G verkar pa S. Lat ¢(g) = [{s € S : mg(s) = s}|.

(v1) = k*, ty v1 ar identiska transformationen och m,, (s) = s
for alla s € S.

¥(ve) = k, eftersom en firgning s &r invariant under v omm
alla sidor har samma férg.

(v3) = k2, eftersom en firgning s iir invariant under v3 omm
motsatta sidor ha samma firg.

¥(v4) = k (samma argument som for vs).

(s1) = k* (sidorna 14 och 23 maste ha samma firg).

Y (s2) = k* (samma argument som fr s;).

1 (s3) = k? (sidorna 12 och 14 maste ha samma firg och
sidorna 23 och 34 maste ha samma firg).

1 (s4) = k? (liknande argument som for s3).

Enligt Burnsides lemma far vi att antalet banor och darmed
olika firglagningar ar lika med (k* + 2k + 3k2 + 2k3)/8.
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RINGAR
En mingd R med tva binra operationer

(a,b) — a + b (addition)
(a,b) — ab (multiplikation)

ar en ring om
e (R,+) &r en abelsk grupp,
e a(bc) = (ab)c, da a, b, ¢c € R (multiplikation &r associativ),

e alb+c)=ab+acoch (b+c)a=ba+cadda,b ceR
(multiplikation &r distributiv m a p addition).

Anmairkning. Det neutrala elementet i gruppen (R, +) brukar
betecknas med 0. Vanligen siger man att R &r en ring utan att
anvanda beteckningen (R, +, -).

Exempel 1. (a‘) (Z7 +7 ')7 (Q: +7 ')7 (R7 +7 ')7 ((Ca +7 ) ar ringar.
(b) (Z,®,®) &r en ring. Det enda egenskap som vi inte har
visat ar distributiviteten

[a]o (Bl @[c) = [aob+c=[ab+c)] =]a
[ab] ® [ac] = [a] @ [b] ® [a] ®

Il

b+ ac] =
[c

for [a], [b], [¢] € Zn.

(c) Méngden, M, (R), av alla n x n-reella matriser med ma-
trisaddition och matrismultiplikation ar en ring.

(d) Mingden, Z[v/2], av alla tal av typen a+bv/2 dir a, b € Z.
For att se detta ricker det att visa att mangden ar sluten under
vanlig addition och multiplikation:

(a1 +b1v2) + (a2 + b2v2) = (a1 + a2) + (b1 + b2)V2 € Z[V2],
(a1 + b1\/§)(a2 + bz\/i) = (a1az + 2b1b2) + (a1bs + a2b1))\/§ € Z[\/é]

Lat (R,+,-) vara en ring.
e R ar kommutativ om ab = ba dd a, b € R.

e R har en etta om det finns ett neutralt element 1 € R m a
p multiplikation, dvs la = al = a da a € R.

Exempel 2. (a) Alla ringar i Exempel 1 &r kommutativa med
undantag av M, (R) da n > 2.

(b) Alla ringar i Exempel 1 har en etta. Ett exempel pa en
ring utan etta ar ringen av de jimna heltalen med vanlig addition
och multiplikation.

Eftersom en ring R &r en grupp m a p addition, sa géller
foljande:

(NDa+b=a+c=>b=c,daa,b, ceR,

2 a+z=beszr=>b+(—a),dda, b,z €R,



(3) =(—a) =a, —(a+b) =(—a) + (-b),daa, b€ R,
(4) (m+n)a = ma+na, m(a+b) = ma+mb, m(na) = (mn)a
dam,n €Z ocha, b € R.

Varning. ab = ac # b = c och ba = ca 7 b = ¢ i allménhet:

01 11\ _ (11 L (01 00) (11
00 1 1) 7\ o0/)°" Voo 1 1) \o o0
Lat R vara en ring, a, b € R. Da

JO0-a=a-0=0,

1
(2) a(=b) = (—a)b = —(ab),
(3) (=a)(=b) = ab.

INTEGRITETSOMRADE OCH KROPPAR

e Lat R vara en kommutativ ring. Vi siger att R saknar
nolldelare om ab=0gera=0¢ller b=0da a, b € R (om
ab =0 dér a # 0 och b # 0 sa kallas a och b nolldelare).

e En kommutativ ring R kallas en kropp om (R \ {0},-) &r
en abelsk grupp.

e Man séiger att en ring R ir ett intgritetsomrade om R &r
kommutativ, saknar nolldelare och har en etta 1 # 0.

Exempel 3. (a) Alla ringar i exempel 1 (a) saknar nolldelare.
Men det finns nolldelare i t ex Zg: [2] © [3] = [0]. Ringen M>(R)
har nolldelare ty t ex

01Y/0 1) [0 0
0 0 00/ \o0ooO
(b) Q, R, C &r exempel pa kroppar. Z &r inte kropp, eftersom
(Z\ {0}, ) inte &r en grupp.
(c) Varje kropp K é&r ett integritetsomrade ty ab=0och a # 0

ger att a=1(ab) = b =0, diir a, b € K sa att K saknar nolldelare.
Klart att K har en etta 1 # 0.

Proposition. 7, ir ett integritetsomrade omm n &r ett prim-
tal.

Bevis. Z, ir en kommutativ ring med ettan [1] # [0] da
n > 1.

Om n inte &r ett primtal dvs n = nins med 1 < ny,ne < n si
har Z,, nolldelare ty [n1] ® [n2] = [0] trots att [n1] # [0] # [na].

Om n &r ett primtal sd saknar Z,, nolldelare, ty [s1] ©[s2] = [0]
med 0 < 51,82 < n medfor att n|syse varav n|s; eller n|sy vilket
ar mojligt omm s; = 0 eller s5 = 0.

Kroppar C Integritetsomrade C Kommutativa ringar C
Ringar

Exempel 4. R = Z &ar en kommutativ ring. R &r ett in-
tegritetsomrade. R &r inte en kropp.

Zg ar en kommutativ ring men inte ett integritetsomrade.

M, (R) &r en icke-kommutativ ring.




Sats 25.1 (22.1) Lat D vara ett integritetsomrade och a, b,
c € D, a# 0. D3 giller strykningarna: ab = ac = b =c.

Bevis. ab = ac = a(b—c¢) = 0. Eftersom D saknar nolldelare
ocha#O0farviattb—c=0ochb=c.

Sats 26.1 (23.1) Varje dndligt integritetsomrade &r en kropp.

Bevis. Lat D vara ett integritetsomrade. D \ {0} ar sluten
under multiplikation, ty ab = 0 och a,b € D ger a = 0 eller b = 0.
Multiplikationen &r associativ pa D \ {0} ty den &r associativ pa
hela D. D har en etta 1 # 0. Vi maste visa bara att varje element
a # 01 D har en invers m a p multiplikation, dvs det finns b i D
sadant att ab = 1. Vi fixar a # 0 i D och definierar en avbildning
Ao : D — D enligt

Ae() = az.

A, dr injektiv, ty ax = ay ger ¢ = y enligt Sats 25.1. Vi far da
att [{A\o(z) : x € D}| = |D|. Eftersom D &r dndlig och {\,(z) :
x € D} C D har vi att

{Xa(z) :z € D} =D,

vilket ger att det finns b € D sadant att A,(b) = 1 dvs ab = 1.
Alltsa &r D \ {0} en grupp m a p multiplikation.

Foljdsats. Z, ar en kropp omm n ir ett primtal.
Bevis. Enligt Proposition 1 ar Z,, ett integritetsomrade omm
n &r ett primtal. Pastaendet foljer nu ur Sast 26.1.

DELRINGAR OCH DELKROPPAR

Man siger att S ar en delring till en ring R om S C R och
elementen i S bildar en ring med avseende pa operationerna i R.

Exempel. (Z,+,") C (Q +,) C (R,+,-) C(C,+,).

Sats. En delméngd S till en ring R &r en delring omm S &r
icke-tom, S &r sluten under operationerna i R och —a € S for
varjea € S.

Man séger att en delméngd F' till en kropp K dr en delkropp
till K om F &r en kropp m a p operationerna i K.

ENHETER

Ett element r € R kallar man for en enhet om r har en multip-
likativ invers dvs det finns 7' € R sé att rr' = r'r = 1. Méangden
av alla enheter betecknas med R*.

Exempel. Z har enbart tva enheter £1. Varje element a # 0
i en kropp K &r en enhet, ty (K \ {0},-) &r en grupp.

Sats. Gruppen av alla enheter i Z,, dr Z} = {[k] € Z, :
SGD(k,n) = 1}.

Bevis. Om SGD(k,n) = 1 sa finns det heltal m och [ sadana
att km +nl =1, varav [k] © [m] = [1 —nl] = [1]. Alltsa &r [m] en
invers till [k].

Antag att [k] € Z, har invers [m] € Z,, dvs [k] ® [m] = [1].
Alltsd &r km = 1 + ng for nagot heltal q. Den sista likheten visar
att k och n saknar gemensamma delare # 1 dvs SGD(k,n) = 1.



Sats. Alla enheter i en kommutativ ring R med etta bildar en
en (abelsk) grupp med avseende pa multiplikation.
Bevis.=Ovning
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PRODUKT AV RINGAR
Lat Ry, Rs,..., Ry vara ringar. Mingden
Ry X Ry X ... % Ry,

ar en ring med avseende pa koordinatvis addition och multiplika-
tion dvs

(1,72, ooy k) + (P15, ooy mg) = (P, e + 7, T 1),

(r1,72, e, Te)(r,1h, ooy 1y) = (rarl, marhy, o TRTY).

ISOMORFT AV RINGAR

Precis som for grupper ar det intressant att veta vad man skall
mena med att tva ringar egentligen dr samma ring.

Tva ringar R och S ar isomorfa om det finns en bijektion
® : R — S som uppfyller

e &(a+b) =®(a)+ (), for allaa, b € R.
o &(ab) = ®(a)®(b), for alla a, b € R.

P4 vénstra ledet 4r + och - operationerna i R och pa det higra
ledet dr + och - operationerna i S.

Avbildningen ® kallas d en isomorfi av ringar (eller ringi-
somorfi) och vi skriver R~ S.

Eftersom en ringisomorfi ® : R — S &r en isomorfi av abelska
grupperna (R, +) och (S, +) sé giller féljande:
e $(0) =0, ®(—a) = —®(a), (ma) = m®(a) da a € R och
me€ ZL.

Exempel. Zg ~ Zo X Z3.
Bevis. Betrakta ® : Zg — Zg X Zs, dar ®([a)e) = ([a]3,[a]2).

e Definitionen av denna avbildning beror inte pa heltalet a
som definierar kongruensklassen (vildefinierad): Om [a]s =
[ble sd &r [a]s = [b]s och [a]2 = [b]2, ty 6|(a — b) implicerar
att 3|(a — b) och 2|(a — b).

e & ir injektiv, ty
®([ale) = ®([ble) © (lals, [al2) = ([b]s, [b]2) &
[a]s = [b]s, [a]> = [b]2 & 3[(a —b),2|(a - b) =
6/(a —b) & [als = [D]s
o & ir surjektiv, ty ® &r injektiv och |Zg| = |Z2 X Z3| = 6.
e & bevarar operationer:

a+bls) = ([a + b3, [a+b]2) =

b2, [b]s) = @([als) + ®([ble),
= ®([able) = ([ad]s, [ab]s) =

= ([a]s, [a]2)([b]2, [b]s) = ®([ale)®([b]6)



Detta visar att ® ar en isomorfi.

KARAKTERISTIK

Lat R vara en kommutativ ring med ettan e. Vi séger att R har
karakteristik n om n ir den additiva ordningen av ettan i R,
dvs om n &r det minsta positiva heltal sa att

ne=e+e+...+e=0.
~—_———
n
Om saddant n inte existerar séger vi att R har karakteristik 0.

Karakteristiken av R kommer att betecknas med char(R).
Ovning. Lat char(R) = n. Visa att na = 0 {or varje a € R.

Exempel. (a) Ringarna Z, Q, R, C har karakteristik 0, ty
nl # 0 da n dr ett positivt heltal.

(b) Z,, har karakteristik n, ty den additiva ordningen av [1] &r
n.

Sats 27.1 (24.1) Karakteristiken av ett integritetsomrade &r
ett primtal eller Q.

Bevis. Lat D vara integritetsomrade och 1at e beteckna ettan
i D. Antag att karakteristiken n &r sammansatt, n = pg # 0. Da
galler

O=ne=ge+e+...+e=(e+e+...+e)(e+e+...+e) = (pe)(ge)

~

~~

n P q
men eftersom D saknar nolldelare méaste en av faktorerna vara
noll, vilket motsidger minimaliteten hos 7.

Sats 27.2,3 (24.2,3) Om ett integritetsomrade har karakter-
istik p # 0 (respektive p = 0) innehaller D en delring K isomorf
med Z,, (respektive Z).

Bevis. 1. Lat char(D) = p # 0. Lat K = {ke,k € Z}.
Eftersom den additiva ordningen av e &r p har vi att |K| = p.
K &r en delring till D (Varfor?). Vi kan definiera en avbildning
® : Zp — K genom ®([k]) = ke, for alla heltal k € Z. Denna ar
véldefinierad, eftersom [n] = [m] ger att p|(n—m) dvs n—m = ¢p
for ndgot g € Z, vilket visar nu att ne—me = (n—m)e = gpe = 0,
dvs me = ne. ® uppfyller ®([m] + [n]) = ®([m]) + &([n]) och
®([m][n]) = &([m])®([n]), d&a m, n € Z. ® &r injektiv ty ®([m]) =
®([n]) © ®(m—-n]) =0& (m—n)e=0< plm—n & [m] = [n].
|®(Zyp)| = p = |K|. Alltsd &r K isomorf med Z,.

2. Lét char(D) = 0. Ovning.

POLYNOM

Ett polynom med koefficienter i en ring R kan vi se som ett
formelt uttryck
ag+ar1r+ ...+ az”,

dér ag, a1,...,an € R.



Vi kan addera och multiplicera tva polynom:

(a0+a1w+)—|—(bo+b1m—|—) =(a0+b0)—|—(a1 +b1)$+
(ap + a1z + ...+ apz™)(bg + b1z + ... + bpz™) = co + 1T + - .. + Cppmat™,
cp = Zfzo a;by_;
for kK = 0,1,...,m + n. Méingden av polynom med koefficien-

ter i R bildar en ring, R[z]-polynomringen 6ver R. Om R ir
kommutativ blir R[z] kommutativ.

Den ledande termenip(z) = ag+a1z+. . .+apz™ ir apz™ om
an, # 0. Da kallas a,, den ledande koefficienten och polynomets
grad dr n (grad p(z)). Vi antar att graden av nollpolynomet &r
—1.

Fran och med nu férutsétter vi att K ar en kropp.

Divisionsalgoritmen. Om f(z) och g(z) &r polynom i K[z],
dar K &r en kropp, och g(z) # 0, finns det tva entydigt bestamda
polynom ¢(z) och r(z) i K[z] s att

f(@) = q(z)g(x) + r(z)

och gradr(z) < gradg(z).

Bevis. Gor induktion 6ver graden av f(z) och eliminera den
ledande termen i f(z) med hjilp av 2%g(z), dir d = gradf(z) —
gradg(z).

Ett polynom med ledande koefficient 1 kallas moniskt.

Vi sdger att f(z) delar g(z) i K[z], eller f(z)|g(z), om det
finns ett polynom h(z) € K[z] sa att g(z) = f(z)h(z), dvs om
resten vid division av g(z) med f(z) &r noll.

Man sdger att a € K &r ett nollstalle till f(z) € K[z] om
f(@) =o.

Faktorsatsen. Om f(z) € K[z] och K &r en kropp, géller att

(z —a)|f(z) & fla) =0

for alla a € K.

Bevis. (=): Antag att (z—a)|f(z). Da ar f(z) = (z—a)g(z)
for nagot g(z) € K[z], och dirmed f(a) = (a — a)g(a) = 0.

(<): Antag att f(a) = 0. Anvind divisionsalgoritmen for att
skriva f(z) = q(z)(z — a) + r(z), dar gradr(z) = 0 eller r(z) = 0.
Eftersom f(a) = 0 far vi 0 = g(a)(a — a) + r(a), och didrmed
r(z) = 0, eftersom 7(z) dr ett konstant polynom.

Sats. Om f(z) och g(z) &r polynom i K|[z], K&r en kropp,
finns det ett unikt moniskt polynom d(z) i K[z] si att

(a) d(z)|f (=) och d(z)|g(z) och

(b) om ¢(z) i K[z] s.a. ¢(z)|f(z) och c(x)|g(z) s& c(z)|d(z).

Detta element kallas storsta gemensamma delaren till f(z)
och g(z) (SGD(f(x),g(x))). Dessutom, finns det polynom a(z)
och b(z) i K[z] sadana att

SGD(f(x),9(x)) = a(z)f(x) + b(z)g(z).



Satsen visas genom att utféra Euklides algoritm (precis som
for heltal)

SGD(f,g) ar maximalt element (av hogsta grad) bland de
moniska gemensamma delarna till f(z) och g(x).



Algebraiska strukturer, 4 mars

REDUCIBLA OCH IRREDUCIBLA POLYNOM

L&t K vara en kropp. Ett icke-konstant polynom f(z) € R[z]
ar irreducibelt 6ver R eller irreducibelt i R[z] om det inte
finns polynom g(z) och h(z) i R[z] av grad storre &n noll si att
f(z) = g(z)h(z). Om f(z) € R[z] &r icke-konstant polynom som
inte ar irreducibelt 6ver R sa kallas det reducibelt 6ver K eller
reducibelt i R[z].

Exempel. (a) Varje polynom av grad 1i K|[z] ar irreducibelt.

(b) z? + 2 &r irreducibelt i R[z], men reducibelt i Clz], ty
2 +2=(z —ivV2)(z +iV2).

(c) varje polynom av grad 2 och 3 ar irreducibelt i K[z], dar
K &r en kropp, omm det saknar nollstélle i K: om f(a) = 0 sa
ir f(z) = (x —a)g(x) och grad g(z) > 1 varav f(z) ir reducibelt,
omvant om f(x) = g(z)h(x) ar en faktoruppdelning av f(x) i tva
icke-konstanta faktorer s maste nagon av dessa ha grad 1 och
om g(x) = by + bix s& ir a = —boby ! ett nollstille till g(z) och
dérmed till f(x).

(d) (Eisensteins kriterium) Lat f(z) = ag+ai1z+...+a,z"
vara ett polynom med heltalskoefficienter och 1at p vara ett primtal
sddant att plag, pla1, - - -,plan—1, p inte delar a,, och p? inte delar
ag- D& ar f(z) irreducibelt dver Q.

UNIK FAKTORISERING AV POLYNOM

Lemma. Om a(z), b(z), p(z) € K|z], dir K &r en kropp, och
p(zx) ar irreducibelt s&

p(z)la(z)b(z) = p(z)|a(z) eller p(z)[b(x)

Sats. Varje moniskt icke-konstant polynom i KJz], dir K
ar en kropp, kan skrivas som en produkt av ireducibla moniska
polynom. Faktorisering dr unik forutom ordningen av faktorerna.

Satsen och lemman bevisas pa exakt samma, sétt som motsvarande
sats och lemma for heltalen.

Exempel. 2! — 4 = (22 — 2)(2? + 2) i Q[z],
2t — 4= (z - v2)(z +v2)(«* +2) i Rlz],
ot — 4= (z - V2)(z + V2)(z + iV2)(z — iv2) i Cla].

UNIK FAKTORISERINGS OMRADE

Z, K[z], dar K &r en kropp, r standarta exempel pa integritet-
somréade som har unik faktorisering: varje positivt heltal (moniskt
polynom) kan skrivas som en produkt av primtal (respektive irre-
ducibla moniska polynom) och sddan faktorisering ar unik férutom
ordningen av faktorerna.

I ett integritetsomrade D sédger vi att
e g delar b om det finns ¢ € D sa att b = ac

e a ir en enhet om a delar 1 (a har en multiplikativ invers)



e a # 0 ar irreducibelt om a ej ar enhet och a = bc innebér
att antingen b eller ¢ dr en enhet.

Exempel. (a) Enheter i Z ar £1. Irreducibla element &r +p
dar p ar ett primtal.

(b) Enheter i en kropp K &ra # 0, a € K. Irreducibla element
saknas.

(c) Enheter i K[x] 4r konstanta polynom # 0. Irreducibla
element &r irreducibla polynom.

Vi siger att D har unik faktorisering om

e varje element a € D kan skrivas som en produkt av irre-
ducibla element a = pi1ps ...pn

eoma € Docha=pp...ps = qq2-..q, dir p;, g; &r
irreducibla sa &r s = t och p; = e;q;, dar e; ar enheter, vid
lamligt numerering av faktorerna.

Exempel. (a) Z, K[z], dir K ar en kropp, har unika faktoris-
ering. (24=2-2-3-2=(—2)-(—3)-2-2. Hir ar —2=(-1)-2,
—3=(-1)-3 och —1 &r en enhet i Z.

(b) Z[v/=3] = {a +ibv/3 : a,b € Z} saknar unik faktorisering
(i &r den imé#ginira enheten).

Bevis. Z[/=3] ir ett integritetsomrade (Varfor?).

Definiera N : Z[v/—3] — Z™ (Z* &r mingden av icke-negativa
heltalen) genom

N(a+ibV3) = |a +ibV3[* = a® + 3b°.
N kallas en norm pa Z[v/—3] och uppfyller
e N(z)>0daz € Z[V-3],
e N(2)=0omm z =0,
® N(z129) = N(21)N(22) d& z1, 22 € Z[/-3].

Enheter i Z[v/=3] ér 16sningar till zw = 1, 2z,w € Z[v/=3]. Vi
har att zw =1 = N(z2w) =1 & N(2)N(w) = 1 och eftersom
N(z) och N(w) &r icke-negativa heltal blir den senare ekvivalent
med N(z) = N(w) =1, dvs enheter har normen 1. Vidare,

Na+ibV3)=1ed®+30® =1 a=+1,b=0.
Klart att +1 &r enheter i Z[v/—3] och £1 &r de enda enheter som
finns i Z[v/-3].
I Z[/-3] géller att
4=2-2=(14+iV3)(1—iV3)

Om vi visar att 2 och 1 +4+/3 &r irreducibla i Z[v/—3] s visar
vi att Z[+/—3] saknar unik faktorisering.
Antag att 1 +iv/3 = zy dir 2,y € Z[\/=3]. D&

4= N(1+1iV3) = N(z)N(y)

vilket visar att N(z) = 1,2,4. Om N(z) = 1 sd &r z en enhet.
Om N(z) =4 sa dr N(y) =1 och y 4r en enhet. Om N(z) = 2



och 2 = a +ibV/3, a,b € Z, sa #r a® + 3b? = 2 vilket &r omdjligt.
Detta ger att 1+4+v/3 = zy giller i Z[/—3] omm en av faktorerna
ir en enhet, dvs 1 + iv/3 ar irreducibelt.

P4 ett liknande sétt visar man att 1—4+/3 och 2 dr irreducibla.
Alltsd saknar Z[/=3] unik faktorisering.

Varning! 13 iir e] irreducibelt i Z[v/=3] ty 13 = (1+i2v/3)(1—
i24/3), fast det &r primtal och dirmed #r irreducibelt i Z

EUKLIDISKA OMRADEN

Ett integritetsomrade D kallas Euklidiskt om det finns en funktion
d:D\ {0} = Z* sadan att

e d(ap) > d(@) daa #0, 8 #0
o for a, f € D dér B # 0 finns q och r si att

a=¢B8+r medd(r)<d(f)ellerr=0

(Divisions algoritmen.)

Exempel. (a) Z ar ett Euklidiskt omrade med d(a) = |a|.
(b) K[z], dir K &r en kropp, dr ett Euklidiskt omrade med

d(f(x)) = grad f(=).

Gaussiska heltalen. Lat Z[i] = {a + bi : a,b € Z}, i &r den
imaginira enheten. Elementen i Z[i] kallas Gaussiska heltalen.
Z[i] ar ett integritetsomrade.

Sats. Z[i] &r ett Euklidisk omrade.

Bevis. Lat d(a + bi) = |a + bi|? = a* + b*. Observera att for
z =a+bi # 0 giller att d(a + bi) = a® + b* > 1 och for z och w i
Z[i] géller

d(zw) = d(2)d(w) > d(z)

Det aterstar att visa Divisions algoritmen. Lat a, 8 € ZJ[i]
med a = a3 + agi, f = by + bai, B # 0. Vi maste hitta ¢ och
r € Z[i] sé att a = gf +r dar r = 0 eller d(r) < d(B). Vi skriver
a/p pa formen a/f = z+yi, dir z, y € Q. Lat g1, g2 vara heltal i
Z sa nira som mojligt till rationella talen 2 och respektive y. Lat
q=q +qiochr=a-¢gB. Omr =0 sa ar vi klara. Annars,
har vi att |z — ¢1| < 1/2 och |y — ¢2| < 1/2 (enligt konstruktion
av q). Detta ger

d(r) = d(a— gf) = d(B(e/B — q)) <

d(B)d(e/B - q) < d(B)d((x + yi) — (¢1 +ig2)) <
d(B)((z — @1)* + (y — @2)*) < d(B)(1/4+1/4) < d(B).

Sats. Ett Euklidiskt omrade har unik faktorisering.
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HOMOMORFIER AV RINGAR

En avbildning & : R — S mellan ringar kallas en ringhomo-
motfi, eller bara homomorfi om

o &(a+b) = P(a) + ®(b) for alla a, b € R.
e ®(ab) = ®(a)®(b) for alla a, b € R.

Alltsé ar & speciellt en grupphomomorfi mellan de additiva
grupperna i R och S (®(0g) = 0g, ®(—a) = —®(a), ®(na) =
n®(a), Ya € R).

En ringisomorfi = en bijektiv ringhomomorfi.

Exempel 1. Definiera ® : Z — Z,, genom ®(k) = [k],,. D& &r
® en ringhomomorfi men ej isomorfi.
2. Definiera @ : C - M>(R) genom

®(a+ib) = < _“b Z)

® ir en injektiv ringhomomorfi:

®((a+ib) + (c+id)) =®((a+¢) +i(b+ d))

)
(—abtcd Ziccl):(—ab Z) (—C Ccl>

®(a + ib) + (c + id),

®((a +ib)(c+1id)) = ®((ac — bd) + i(ad + bc))
®(a + ib)d(c+ id) = ( - Z) ( “ ‘Z)

BILD OCH KARNA

Il

—ad —bc ac—bd

ac—bd ad+be
—ad —bc ac—bd

( ac—>bd ad+ bc

Om & : R — S &r en ringhomomorfi ges bilden till & av
®(R) =Im® ={®(a) € S |a € R}
och kérnan till ¢ av

ker® = {a € R| ®(a) = 0s}



IDEAL

En delring I till en ring R &r ett ideal om ab € I och ba € I for
alla a € R och alla b € I. Det betyder att I ar invariant under
multiplikation med alla element i ringen.

Exempel 1. nZ ar ett ideal i Z.
2. Zirejideal iQ tyteQ,1€Z,men L -1¢7Z.

Sats 45.1. Lat & : R — S vara en ringhomomorfi. D3 géller
att

(i) ®(R) &r en delring i S.

(ii) ker ® &r ett ideal i R.

(iii) @ ar injektiv omm ker ® = {Og}.

Bevis. Eftersom @ &dr en grupphomomorfi mellan de additiva
grupperna har vi att ®(R) och ker ® ar additiva delgrupper till
(S, +) respektive (R, +). Det racker nu att se pa multiplikationen.

(i) Om b = ®(a) och b' = ®(a') i (R) ar

bb' = &(a)®(a’') = ®(aa’) € ®(R)

dvs ®(R) ar sluten under multiplikation. Detta visar att ®(R) &r
en delring i S.
(iil) Oma € R b € ker ® & ab, ba € ker @, ty

®(ab) = ®(a)®(b) = ®(a)0s = 0g
®(ba) = (b)®(a) = 0s®(a) = 0s

vilket visar att ker ® &ar sluten under multiplikation och darmed
ar en delring i R, och att ker ® ar ett ideal.
(iii) samma som for grupper.

Varje element a i en ring R genererar ett ideal (a) (ett hu-
vudideal, det minsta ideal som innehaller a) som bestar av alla
element som kan skrivas ). biac; for b;, ¢; i R.

Om R ar kommutativ , a € R, s& ar

(@) = {ra|r € R}.

Exampel. 1. Varje ideal i Z &r ett huvudideal.

Bevis. Lat I vara ett ideal 1 Z, I # {0} och lat k vara det
minsta positiva heltal som ligger i I. Da har vi att km € I for
allam € Z och darmed kZ C I. Antag att det finns z € I som inte
tillhor kZ. Enligt divisionsalgoritmen, x = kq + r, dir q,r € Z
ochO0<r <k Eftersomzel kgel,farviattx —kqg=r€l
som strider mot minimalitetet av k. Darfor I = kZ = (k).

2. Varje ideal i K[z] ar ett huvudideal (skall bevisas senare)

3. Om K ar en kropp da saknar K icke-trivialla ideal I, dvs
I#£{0}, 1 #K.

Bevis. Om T &r ett ideal, I # {0}, har I ett element r # 0.
D4 har vi att r—'r = 1 € I (varje element r # 0 i en kropp har en
invers) och s-1 € I for alla s € K, som medfor att I = K.



KVOTRINGAR

Lat I vara ett ideal i en ring R. Eftersom I dr en delgrupp
i den additiva gruppen i R kan vi definiera R/I som en abelsk
grupp (med operation +: (a+I)+ (b+1I) = (a+b)+1I).
Lemma. Om [ &r ett ideal i en ring R géller att

a+I=c+ITochb+I=d+1=>ab+1=cd+1.

Bevis. a+I =c+I=>(a—-c)e€l,ochb+I=d+1=
(b —d) € I. Darmed géller att

ab—cd=ab—ad+ad—cd=a(b—d)+ (a—c)d

som ligger i I eftersom [ &r invariant under multiplikation med
element i R.

Vi kan nu definiera en ringstruktur pa R/I:
(a+I)+(b+1) = (a+b)+1, (a+I)-(b+I) = ab+I, for allaa,b € R.

Ovning. Visa att R/I med de tva operationerna r en ring. Denna
ring kallas kvoten av R med I.

Exempel. (n) = nZ ar ett ideal i ringen Z och kvoten Z /nZ
ar Zp,.

ISOMORFISATS
Om I ar ett ideal i R finns en naturlig surjektiv homomorfi
®:R— R/I

genom ®(a) = a+ I, for alla a € R.

Sats. Om 6 : R — S ir en ringhomomorfi da &r
R/kerf =~ 6(R).

Bevis Definiera ® : R/ kerf — 6(R) genom ®(a + ker) =
0(a). Eftersom vi vet att det dr en isomorfi av abelska grupperna
(R/ker@,+) och (A(R),+) (se fundamentala homomorfisatsen for
grupper) racker det att visa att multiplikationen bevaras.

®((a +ker0)(b+kerd)) = ®(ab+ kerf) =
= 6(ab) = 6(a)0(b) = ®(a + ker §)®(b + ker§).

KVOTRINGAR AV K][z]

Polynomet z2 + 1 saknar nollstiille i R, men har ett nollstélle i den
storre kroppen C (R C C). De komplexa talen fas fran de reella
talen precis genom att lagga till ett nollstéille, som vi kallar ¢, till
polynomet 22 + 1 € R[z]. Vi far se vidare att C ~ R[z]/(z? + 1).

Om vi har nagot polynom som saknar nollstélle i K[z] kan vi
uppfinna ett nollstélle till polynomet genom att betrakta en ny



kropp L, som “innehaller” K och &r av typen K|[z]/(p(z)), dar p
ar ett irreducibelt polynom i K{z].

Sats 40.2 (47.2) Om K &r en kropp, p(z) =ao+ a1z +...+
anz™ ar ett polynom av grad n i K[z], och I &r idealet (p(z)) i
K|z] sa géller att

(i) varje sidoklass kan skrivas entydigt som

I+ (bo +biz+...+ bn_lx"_l),

dar bo, bl,...,bn,]_ € K.

(ii) {I+b:be€ K} ar en delkropp till K[z]/I som &r isomorf
med K.

Bevis. (i) Lat I + f(z) € K[z]/I. Enligt divisionsalgoritmen
kan f(x) skrivas som f(z) = ¢(z)p(z) + r(z) med ¢q,r € K[z], dir
grad r(z) < grad p(z) eller r(z) = 0. Eftersom f(z) —r(z) =
q(z)p(z) € I far vi att f(z) € I +r(z) och

I+ f(x)=1+r(x).
Vidare,
I+ (o+bix+...4+b, 12"t =
I+(co+ciz+...4+cp 1™ 1)
medfor att
(bo—co)+(by —ci)x+ ...+ (by 1 —cn 1)zt eI
och

(b() — Co) + (b1 — Cl)."L' +...+ (b",1 — CTL,1).’)L'7I'_1 =0,

ty alla nollskilda polynom s(z) i I har grad storre eller lika med
grad p(xz) = n. Alltsd kan vi konstatera att co = bg,...,cp—1 =
bn—1 och varje sidoklass i K[z] kan representeras av exakt ett
polynom by + bz + ...+ by, 12" L.

(ii) Betrakta funktionen ® : {I+b:be K} — K, ®(I+b) =,
be K.

Anmirkning. Lat p(z) € K[z] och I = (p(z)). Da géller att
I+ f(z) =1+ r(x), dir r(x) &r resten vid division av f(z) med
p().

Exempel. Ringen R[z]/(z? + 1) dr isomorf med de komplexa
talen C.

Bevis. Varje sidoklass i R[z]/I, dir I = (z® + 1), kan skrivas
entydigt som a+bz+I, dér a, b € R. Avbildningen ® : R[z]/I — C
som ges av ®(a + bx + I) = a + ib ar valdefinierad eftersom alla
sidoklasser i R[z]/I har en unik representant av grad hogst 1.
Vidare dr den bijektiv och uppfyller

(i) om vi betecknar a + bz + I = [a + bz], d& ar

®([a + bx] + [c + dx]) =
®([(a+c)+ (b+d)x]) =

(a+c)+i(b+d)=(a+ib) + (c+1id) =
®([a + bx]) + ®([c + dx])



®([a+ bx] - [c+ dzx]) =
®(ac + (ad + be)z + bdx® + 1) =
®(ac — bd + (ad + bc)x + T) =
(ty bdz? = bd(2®> + 1) —bd € —bd + I) =
ac—bd + (ad + be)i = (a + bi) - (c+ di) =
®([a + bz])®([c + dz]).

Alltsa &r Rz]/I isomorf med C.

Polynomet z2 + 1 har ett nollstiille i R[z]/I (pa grund av iso-
morfi a — a + I, a € R skall koeficienterna a i polynomet inter-
preteras som a + I = [a]): a = [z] uppfyller o? + [1] = [0], ty
[z]? +[1] = [2* + 1] = [0].

Sats 40.1 (47.1) Om K &r en kropp och p(z) € KJz] sa géller
att K[z]/(p(x)) &r en kropp omm p(z) &r irreducibelt i K[z].

Bevis. Antag att p(z) &r irreducibelt och lat I = (p(x)).
Antag att g(x) + I # I dvs g(z) & I vilket ar ekvivalent att p(x)
inte delar g(z).

Da ar SGD(p(x),g(x)) = 1 och dérmed finns det polynom
h(z), l(z) € K[z] sa att

1 =SGD(p(z), 9(x)) = p(x)h(z) + g(2)l().
Vidare ar 1 — g(z)l(z) = p(z)h(z) € I och g(x)l(z)+I =1+ 1.
Detta innebér att
Uz)+D(g(z)+ ) =1+1.

Elementet g(z) + I ar alltsd inverterbart med inversen [(z) + I.
Antag att p(z) inte dr irreducibelt och grad p(z) > 0, dvs
p(z) = a(z)b(x), dir a(z), b(z) € K[z] & av grad > 1. D4 &r

a(@)b(z) +I=1

och darmed
(a(x) + D)(b(x)+1) =1

som medfor att a(z) + I ar en nolldelare i K[z]/I. Alltsa &r
K[z]/(p(z)) inte en kropp.

Om grad p(z) = 0 eller p(z) = 0 & K[z]/(p(z)) inte nagon
kropp heller (Varfor?)

Sats 40.3 (47.3) Om K &r en kropp sa géller att varje ideal
i K[z] ar ett huvudideal.

Bevis. Lat I vara ett ideal i K[z]. Om I = {0} da ar det
huvudideal. Lat I # {0} och lat p(z) vara ett polynom av minsta
grad i I. Da &r p(z)q(z) € I for varje g(z) € K[z] och ddrmed
(p(z)) Cc I. Lat f(z) € I. Enligt divisionsalgoritmen kan f(z)
skrivas som f(z) = q(z)p(z) + r(z) dar ¢(z), r(z) € K[z] och
grad r(z) < grad p(z) eller r(z) = 0. Eftersom f(x), ¢(z)p(z) € I
far vi att f(z) — g(z)p(z) = r(z) € I och darfor r(z) = 0, dvs
f(z) € (p(x)). Alltsa ar I = (p(x)).




SPLITTRINGSKROPP

Varje polynom med koeeficienter i en kropp kan uppdelas i férsta-
gradsfaktorer i en 1amlig utvidgning av denna kropp.

Sats. Lat K vara en kropp och p(z) vara ett irreducibelt
polynom. Da existerar en kropp L D K sadan att p har ett
nollstalle i L.

Bevis. Lat L = K[z]/(p(z)) och I = (p(z)). Vi vet att L &r
en kropp och att den innehaller en delkropp som &r isomorf med
K sa att vi kan identifiera varje element [ +b € L med b € K.

Lat p(z) = ag + a1z + . . . + anz™ och 1at o beteckna elementet
I+2xz€eL. Da

pla)=ap+a(I+z)+...+a,(I +2)" =
I+(ag+az+...+a2")=1+p(z)=1

vilket dr noll i L.

Sats. Lat p(z) € K[z] och grad p(z) > 1. Da existerar en
kropp L DO K sadan att p ar en produkt av férstagradsfaktorer i
Liz].




Brakkroppar av integritetsomraden (se avsnitt 30 i Durbins bok)

Lat D vare ett integritetsomrade och D = D \{0}. Vi skall bilda brak med element i D som tiljare
och element i D” som ndmnare. Vi studerar darfor relationen ~ pa D x D’ dir (a, b) ~ (¢, d) om
och endast om ad=bc.

Lemma 30.1 Relationen ~ dr en ekvivalensrelationen pa D X D’

Bevis ~ dr reflexitiv da ab=ba och symmetrisk eftersom ad=bc = cb=da. For transitiviteten, lat
(a, b) ~ (¢, d) och (c, d) ~(e, f). Da dr ad=bc, cf=de och (ad)f = (bc)f =b(cf) =b(de). Alltsa giller i
sa fall d(af)= d(be). Men da D saknar nolldelare kan vi stryka d+0, vilket ger att (a, b) ~ (e, f).

Vi betecknar ekvivalensklassen av (a, b) m.a.p. ~ med % istéllet for [a, b] som i kursboken. Vi

kallar en ekvivalensklass % for ett brak med element i D. Observera att b0 for varje par (a, b)

som representerar braket.

Lat Fp vara midngden av alla brak med element i D. Man definierar summan och produkten av tva
bréak enligt :
_ad+bc

c ac_ac
d bd ~° b

+ bd

IS

a
b

Det ir inte sjdlvklart att dessa operationer &r vildefinierade och att hogerleden ar oberoende av de
par (a,b) och (c,d) som representerar braken. Men det foljer av foljande lemma.

4

<
d’

Lemma 30.2 Lat (a, b), (a’, b"), (¢, d), (¢’, d’) vara element i D x D" med ﬁz% och

b
ad +bc _ ad +b'c och %€ ac
bd vd bd bd-

<
d

Da dir

For de bindra operationerna + och - pa Fp giller foljande resultat.

Lemma 30.3 For ett integritetsomrdde D sa dr (Fp ,+, -) en kropp med % som nollelement och

0. b

1 T . I e o a ..
1 som etta. Den additiva inversen till < dr=% och den multiplikativa inversen till 3 ¢Tar —.
a

b b

Kr oppen Fp kallas br&kkroppen (eng. the field of fractions) av D eller kvotkroppen (eng. the field of quotients)
av D. Om man talar om kvotkroppar &r det viktigt att inte blanda ihop dessa med kvotringar R/I.
De senare som bittre kallas restklassringar har inget med brak att gora utan &r en generaliserad
kongruensrikning.

Lemma 30.4 Ldt D vara ett integritetsomrade och ¢0: D — Fp avbildningen ddir §(a)= % .Da

dar ¢ en injektiv ringhomomorfi.



Ett integritetsomrade D ir alltsa isomorft med delringen ¢(D) av sin brakkropp Fp. Man
identifierar dérfor ofta D med sin bild ¢(D) och ser D som en delring av sin brakkropp.

Exempel 1 Brakkroppen av ringen Z idr kroppen Q. Den allménna konstruktionen av
brakkroppar for integritetsomraden &r i sjdlva verket modellerad pa och en generalisering av
konstruktionen av Q.

Exempel 2 Lat K vara en kropp och D= K[x] vara ringen av alla polynom i x med koefficienter
i K. Da dr ett D ett integritetsomrade. Dess brakkropp Fj, som skrives K(x) kallas kroppen av

rationella funktioner i x 6ver K. Elementen i K(x) dr brak % av polynom i K[x] dér g(x) ar
g(x

skilt fran nollpolynomet. Om vi identifierar K[x] med sin bild i K(x) under ¢ sa blir K[x] en
delring av K(x) och K en delkropp av kroppen K(x).

Exempel 3 Lat D= Z[i] vara ringen av Gaussiska heltal a+bi dir a,be Z . Da kan brakkroppen
Fp av D identifieras med delkroppen av C bestéende av alla komplexa tal o+Bi dér x,ye Q. For
att se detta utnyttjar man foljande identiteter i Fjp :

a+bi _ (a+bi)c—di) _ (ad—bc)+(bc—ad)i _ (ad—bc)_i_(bc—ad)i'

c+di ~ (c+di)c—di) 24d? 2ad? 2ag? 1
Om vi later o _{ad =bc) och B _(be=ad) kan vi alltsa uppfatta d +bl: som det komplexa talet
c2+d? c?+d? ctal

o+

Man kan ga vidare och konstuera en isomorfi fran F, till restklassringen Q[t]/(t2+l) genom att
avbilda a+Bi pa restklassen o+Pr +(7°+1) av det lineidra polynomet ai+Br € Q[r] . Speciellt far
vi di att Q[]/(r"+1) ir en kropp vilket dven foljer av att polynomet °+1 ir irreducibelt Gver Q.



