MATEMATISKA VETENSKAPER Hjilpmedel: bifogat formelblad, inga andra hjilpmedel

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2025-08-26 kl. 14.00 - 18.00
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poédng &r 50, och betygsgrinserna &r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2025 réknas med.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar. Los uppgifterna i valfri ordning, men ldmna in i nummerordning. Tentan rittas och

beddms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat F(z,y,2) = 10+ 22 + y3 + 22 — yz — 25.

(a) Visa att F'(x,y,z) = 0 entydigt definierar en funktion f(z,z), sa att y = f(z,2) i en
omgivning av punkten (x,y, z) = (—1,1,2) och bestdm f.(—1,2).
(b) Bestam tangentplanet till ytan F(z,y,z) = 0 i punkten (z,y,z) = (—1,1,2).

2. (a) Ber#kna integralen

1 p1
/ / 1 COS (a:3) dxdy.
0 Jy

1
b Berékna// —————dxdy dir E = {(z,y) e R? |23 +y < 1,y > 0,2 > 0}.
(b) = {(2,y) € R }

3. Anvénd variabelbytet u = z, v = y/z for att bestimma den allménna losningen f(x,y)
for x > 0 till PDE:n

0% f 0’ f
—5 = 2z.
x@l‘@y + y8y2 v
4. Kuvan ~ parametriseras av
t(1 —1t)?
p— < < .
r(t) [t2(1—t)]’ 0<t<1

Den ar en dr en enkel sluten kurva i férsta kvadranten. Anvand Greens sats for att berdkna
arean av omradet som innesluts av . Glom inte att motivera orienteringen.

5. Lat f(z,y) = %x3 —22% — 3y? och g(x,y) = v — 3>

(a) Bestém alla stationdra punkter till f(z,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjidlp av andraderivatorna i
punkterna.

(c) Bestdam om mojligt storsta och minsta virde av f(x,y) pa omradet som ges av
g(x,y) > 0. Motivera existens eller icke-existens av max/min.

1 VAND!

(5p)

(1p)
(2p)

(4p)



x
6. Ljuset fran en ljuskilla i origo kan beskrivas med filtet F = (22 + 32 + 22)73/2 |y |.
z
Vi vill berdkna ljusflodet genom en lampskérm som beskrivs av ytan

Y ={(z,y,2) e R®|2? + 42 = (1 — 2/V3)%, 0 < 2 < V3/2}.

(a) Berdkna flodet av F upp genom Y med hjilp av en lamplig parametrisering av ytan.

) d t—1 t

T1ps:—< 5 2>: 372
t*+a(l—t) (2 + a(1 —1)?)

7 for a > 0.
(b) Beriikna flodet av F upp genom Y med Gauss sats geom att ligga till en lamplig yta.

7. Lat f(x) = / e sin(z — t)dt. Visa att f(z) uppfyller differentialekvationen
0
F(2) - 2 () = sin(a).

8. (a) Antag att f:R%2 — R och g : R — R? #r differentierbara verallt. Bevisa att

4 fe) = V) - B

(b) Lat f och g vara C! funktioner av tva variabler. Antag att a € R minimerar f under
bivillkoret g = 0 och att a &r en inre punkt i definitionsméngderna till f och g.
Visa att V f(a) och Vg(a) &r parallella.

(c¢) Lat « vara en kurva med parametrisering r : [a,b] — R™ och lat F vara ett vektorfilt
i R™. Formulera en integral som beskriver arbetet av F' léngs ~.

(d) Definiera begreppet enkelt sammanhingande for mingder i R3.

(e) Definiera begreppet virvelfritt vektorfilt i R3.
Lycka till!

2 VAND!

(3p)

(4p)

(6p)



Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),
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Chalmers tekniska hogskola Datum: 2025-08-26 kl. 14.00 - 18.00
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Losningsforslag 031-772 5396

MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poédng &r 50, och betygsgrinserna &r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2025 réknas med.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar. Los uppgifterna i valfri ordning, men ldmna in i nummerordning. Tentan rittas och

beddms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat F(z,y,2) = 10+ 22 + y3 + 22 — yz — 25.

(a) Visa att F'(x,y,z) = 0 entydigt definierar en funktion f(z,z), sa att y = f(z,2) i en
omgivning av punkten (x,y, z) = (—1,1,2) och bestdm f.(—1,2).

(b) Bestam tangentplanet till ytan F(z,y,z) = 0 i punkten (z,y,z) = (—1,1,2).

Lo6sning:

(a) Funktionen F' € C!och F(—1,1,2) = 0. Derivering ger F/.(x,y,2) = 2z+2, Fi(z,y,2) =

3y? — z, Fl(z,y,2) = = — y — 322. 1 punkten &r F(-1,1,2) = 1 # 0, sa im-
plicita funktionssatsen ger att det finns f € C!, si att ytan F(z,y,2) = 0 ges
av y = f(z,z) i en omgivning av punkten (x,y,z) = (—1,1,2). Satsen ger ocksa

—F!(~1,1,2)
f/(_1’2): 4 - :14‘
z F(—1,1,2)
(b) Baspunkten (—1,1,2) ligger pa ytan. En normal till ytan ges av VF(-1,1,2) =
0
1 |. Tangentplanets ekvation dr dérfor O(z + 1) + 1(y — 1) — 14(2 —2) = 0 &
—14
y— 14z = —27.

2. (a) Beriikna integralen

1,1
/ / 1 COS (a:3)d:cdy.
0 Jy

1
b Beréikna// ———dxdy dir E = {(z,y) e R? |23 +y < 1,y > 0,2 > 0}.
(b) = {(e.y) € B2 )
Losning:

(a) Vi kan inte hitta en enkel primitiv funktion till cos(z?), s& vi anvéinder Fubini for att
kasta om ordningen. Grénserna dr 0 < y < x < 1, sa vi far

/ / Z/COS(xg)dxdy—/ / yCOS(ﬂcg)dydx—/ cos(x3) [—} dx
0 Jy 0 Jo 0 2 1o
A 5 _ L[ I L
= 2/0 z?cos(z®) = /0 cos(u)du = 8 [sm(u)}o = gsin 1.

u=z3 6
(b) Vi anvénder metoden med nivakurvor. For varje u € [0, 1] lat

Ey,={(z,y) eR*|2’ +y <u,y >0,z > 0},

1 VAND!

(3p)

(3p)



som beskriver omradet i forsta kvadranten som begrinsas av kurvan y = u — 2°.
Arean av E, ar

ul/3 4 1/3

u*u 3

Au) = / u— x3dr = [u:L‘ — —} = 2y,

0 4 1o 4

Integralen blir

L6

1 ! ! 6
———dxdy = / u Y2 A (w)du = / u Y0y = = [u®/6 -,
//E Vad+y = ) 0 5 [ }0 5

3. Anvénd variabelbytet u = z, v = y/z for att bestimma den allménna losningen f(x,y)

fér z > 0 till PDE:m
o*f | 0*f

— = 2.

x@m@y Tty Oy?

Lo6sning: Kedjeregeln ger

9 _ud wo_ 9 yo

Or OxOu Oxdv Ou z20v’

9 dud wo 109

By~ Oyou oyov  zov

Fo_010y_ 10,100 10,10 yo
x20v  x0xov 220v  xOudv 3 ?’

0xdy = 9z \z dv
‘92_5(18) _1loo 19
oy2  Oy\zodv/) xdydv a?0v?’
Satter vi in det 1 PDE:n far vi
_lof 0% f B 0% f 10f
2w = _E%jLGu(% & u= oudv  uov’

Later vi g = g—g far vi 2u = g—u — %g som &r linjir av forsta ordingen. — In(u) &r primitiv

till —1/u, sa integrerande faktorn blir e~ "% = 1/u. S4 PDE:n forenklas till

UQQZ%

dér hy(v) ar en godtycklig funktion av v. Detta innebér

g‘i = ug = 2u® + uhy (v).

Integrerar vi med avseende pa v far vi f = 2u?v + uwH;(v) + Ha(u) dir H}(v) = hy(v) och
Hs(u) &r godtycklig. Byter vi tillbaka till (z,y) far vi:

Svar: f(z,y) = 22y + vHi(y/x) + Ha(z), dir Hy och Hy dr godtyckliga C? funktioner.

_lag 1 0 (g g

. Kuvan ~ parametriseras av

2
mw:[gh_ij, 0<t<l.

Den ar en dr en enkel sluten kurva i férsta kvadranten. Anvand Greens sats for att berdkna
arean av omradet som innesluts av . Glom inte att motivera orienteringen.
t—1)(3t—1)

Losning: Tangenten ges av r/(t) = [( —t(3t — 2)

} Speciellt dr r'(0) = B] och r'(1) =

[_OJ . Sa kurvan borjar at hoger och slutar nedat. Kurvan &r ddrmed positivt orienterad.

2 VAND!

(5p)

(4p)



Vi vill beriikna arean av omradet D som har orienterad rand 0D = v. Lat F = [g] Da

// 1da:dy—// aF2—aFld:1:dy:/ F-dr:/F-dr
oD ~y

_ /0 F(r(t)) - ' (t)dt _/0 [t(lft)z] . [(t:taf’f;)l)} dt

1
= / (22 — 7t3 + 8t* — 3t°)dt =
0

ar arean av D

@-

5. Lat f(z,y) = fac —22% — 3y? och g(x,y) = v — 3>,

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(z,y). (1p)
(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjidlp av andraderivatorna i
punkterna. (2p)
(c) Bestdm om mojligt storsta och minsta virde av f(x,y) pa omradet som ges av
g(x,y) > 0. Motivera existens eller icke-existens av max,/min. (4p)
Lo6sning:

(a) De stationdra punkterna fas av 0 = Vf(z,y) = [

4;172—437} {O:x(ac—l)

=

—6y 0=y

Darfor ér de stationédra punkterna (0,0) och (1,0).

8z —4 0 -4 0|
0 —6 0 —6’ N

24 > 0 och forsta komponenten (—4) &r negativ vilket innebér att Hessianen &r nega-

tivt definit och £(0,0) = 0 &r en lokal maxpunkt. I punkten (1, 0) far vi det(H (1,0)) =

4 0

0 —6

ar en sadelpunkt.

(b) Hessianen blir H(x,y) = ] . I punkten (0, 0) far vi det(H(0,0)) =

= —24 < 0 gor att vilket innebér att Hessianen #r indefinit och f(1,0) = —2

(c) Omradet g(z,y) > 0 & z > y? ar omrédet till hoger om parabeln = = 32. Omradet
ar obegrénsat, men f(x,y) = §;E3 x? — 3% > %3}3 — 222 — 3z — oo da x — oo,
sa det existerar inget maxviérde. Dessutom finns det en konstant K sa att f(z,y) >
£(0,0) = 0 for alla x > K. Darfor kan minpunkt bara finnas pa det kompakta omradet
D = {(z,y)|g(z,y) > 0,2 > K}. Malfunktionen f &r kontinuerlig och D &r kompakt
sa minpunkt existerar. Vi har inga inre stationéira punkter pa grund av att (0,0)
ligger pa randen och (1,0) &r en sadelpunkt. Minpunkt kan inte finnas pa z = K,
sa det aterstar att minimera f pa g(z,y) = 0. Lagranges metod ger min endast
kan upptrdda da Vf och Vg ar parallella samtidigt som g = 0. De &r parallella om

_d(f,g) _ |4z +4a® —6y| _ 2, _
= dlry) ) oyl = 6y + 8ry — 8x*y = —8(z — 3/2)(x 4+ 1/2)y, men

r=1y?>0,s4 x = —1/2 ger ingen 16sning. Vi far kandidaterna (0,0), (2,:|:\[)
som har funktionsvirden f(0,0) =0, f(i,:lz\/;) = —%.

Svar: f antar minsta véirde f (%, :l:\/g) = —%. Storsta virde saknas.

x
6. Ljuset fran en ljuskilla i origo kan beskrivas med filtet F = (22 + y? + 22)7%/2 | y|.
z
Vi vill berékna ljusflédet genom en lampskérm som beskrivs av ytan

Y ={(z,y,2) e R®|2? + 92 = (1 - 2/V3)%, 0< 2 <V3/2}.

3 VAND!



(a) Beridkna flodet av F upp genom Y med hjilp av en lamplig parametrisering av ytan.

. d t—1 t

Tips: —( ) =

dt\ /12 + a(1 — t)? (2 +a(1 - t)2)3/2

(b) Beriikna flodet av F upp genom Y med Gauss sats geom att ligga till en lamplig yta.

for a > 0.

Loésning:

(a) P& grund av att 1 — 2/4/3 > 0 s kan vi beskriva ytan som en funktionsyta z =
V3(1 — /22 + y?). Grinserna ges av nedre ringen z = 0,22 + y?> = 1 och ovre
ringen z = v/3/2, 2% 4+ y? = 1/4. Pa grund av symmetrin kan vi anvinda cylindriska
koordinater, sa parametriseringen blir r(p, @) = (pcos @, psin ¢, v/3(1—p)). Grinserna
blir 1/2 < p <1, 0 < ¢ < 27. Enhetsnormalen ganger area-elementet blir NdS =

cos ¢ —psinp \/3,0 Ccos ¢
Jor Or . . -
— X —dpdp = |sing| x | pcosy | dpdp = |+/3psing | dpdp. Den ir riktad
op Oy 3 0 p

uppat pa grund av z-komponenten ar positiv. Flodet blir

R o 1 pCOS V/3pcosp
// F.-NdS = / / (P> +3(1—p)>) 32| psing |- |[V3psine| dpdp
v o e sa-al L

__ 2 1 \/§/7 B 0 1 1 B
; /0 /1/2 (P2 +3(1— p)2)3/2dpd<p = 2V3r [ 21301 - ,0)2] = /3m.

1/2

(b) Ytan &r inte sluten, sa vi behover lagga till nagon lamplig yta. Pa grund av att
faltet har sfirisk symmetri dr det lampligt att ldgga till en del av en sfir. Vi ser att
sfiren 22 +y? + 22 = 1 skiir Y i 2 = 0 och z = v/3/2. Darfor later vi Yz = {(x,y, 2) €
R3 | 24y +22=1,0<2< \/3/2} Tillsammans innesluter Y och Y5 ett ringformat
omrade K. Utanfor origo blir V - F = 0. Pa grund av att origo inte ligger i K kan vi
anvinda Gauss sats, som ger

0:// V-FdV:—//F-NdS+// F .- NdS
K Y Y2

Tecknet beror pa att normalen pa Y pekar upp dvs, in i K istéllet for ut ur K. Med
sfiriska koordinater kan vi parametrisera Yo med r(6, ¢) = (sin 0 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0),
/6 < 6 < 7/2,0 < ¢ < 2. Enhetsnormalen ganger area-elementet blir NdS =

or  Or cos f cos ¢ —sinfsin ¢ sin® @ cos ¢
— X —dfd¢ = |cosfsing| x | cosgsinh | dodp = |sin?fsin¢ | dde.
a0 0¢ . .
—sinf 0 cos @ sinf
o [sinfcos ¢ sin? 0 cos ¢

. R 2r  pm/
//F-NdS:// F-NdS:/ / sinfsing | - |sin?fsin¢ | dfdo
Y Ya 0 /6

cos @ cosfsin @
2r  pm/2
= / / sin 8dfd¢p = /3.
0 /6

7. Lat f(z) = / e* sin(x — t)dt. Visa att f(z) uppfyller differentialekvationen
0

J'(@) - 2f(2) = sin(x).

2t

Lo6sning: Integranden g(z,t) = e* sin(x — t) och granserna dr kontinuerligt deriverbara,

4 VAND!



sa vi far
f'(z) = / gh(z, t)dt —I—g(ﬂs,x)i(x) = —/ e cos(z — t)dt
0 dx 0

- [sin(x - t)eﬂj . + /r sin(z — t)2e?tdt = sin(z) 4+ 2f(x).
= 0

Pl
= f'(z) — 2f(x) = sin(x).

8. (a) Antag att f:R%? — R och g : R — R? #r differentierbara verallt. Bevisa att

4 sat) = V() - BV

(b) Lat f och g vara C! funktioner av tva variabler. Antag att a € R minimerar f under
bivillkoret g = 0 och att a &r en inre punkt i definitionsméngderna till f och g.
Visa att V f(a) och Vg(a) &r parallella.

(c) Lat ~ vara en kurva med parametrisering r : [a,b] — R™ och lat F vara ett vektorfélt
i R™. Formulera en integral som beskriver arbetet av F ldngs ~.

(d) Definiera begreppet enkelt sammanhingande for mingder i R3.
(e) Definiera begreppet virvelfritt vektorfilt i R3.

Losning:
(a) Se filen med bevis av sats 2.3.4 pa Canvas sidan.

(b) Se boken Sats 4.3.1.
b
(c) Arbetet ges av / F(r(t)) - r'(t)dt.

(d) En méngd M C R3 sigs vara enkelt sammanhéingande om den #r bagvist sam-
manhéngnade och varje enkel sluten kurva i M kan kontinuerligt deformeras till en
punkt utan att lamna M.

(e) F:R3 — R3 #r virvelfritt om V x F = 0.

Lycka till!

5 VAND!

(6p)



Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



