MATEMATISKA VETENSKAPER Hjilpmedel: bifogat formelblad, inga andra hjilpmedel

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2025-06-10 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Wernstal
Tentamen 031-772 35 57

MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng &r 50, och betygsgrinserna dr 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2025 réknas med.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar. Los uppgifterna i valfri ordning, men ldmna in i nummerordning. Tentan rittas och

beddms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Studera variabelbytet (x,y) < (u,v)

u = %1'2 + 292,

v =2z + %y2
Anvind variabelbytet for att bestimma den allménna losningen f(z,y) for > 0, y > 0
till PDE:n

WO 2

8x 8y T

2. (a) Lat D = {(z,y) € R? | 22 + 4% <In2,y > 0}. Berikna

// exp(2? + y?)dzdy.
D
1o 2
———dxdy.
A(A (22 +y)?

(b) Berékna

1

3. (a) En differentierbar funktion f(z,y,z) véxer i origo snabbast i riktningen |2| och i
2

den riktningen &r riktningsderivatan 6. Beriikna funktionens riktningsderivata i origo

och i riktning mot (2 2,1).

(b) Lat F(z,y,2) = 3 + 2y® + 2 + 3 123, Motivera varfor ekvationen F(z,y,z) = 5
definierar en implicit funktion z = h(x y) i en omgivning av (1,2,1) och bestim A/,
hi, och hij, i punkten.

1 2 2
T4 +y x

(a) Berdkna arbetet av F lidngs foljande kurvor med valfri metod.
n = {(z,y) € R? |z = cos(t),y = sin(t),0 < t <
12 = {(z,y) € R* |z = cos(t),y =sin(t), § <t <
1={(z.y) eR?|z=(1-1)/2,y=(1+1)/2,—

w\:\
—

)

M
—

Ty,

t<1}.

H
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(b) Anvénd teori fran kursen for att forklara likheter/olikheter i (a) uppgiften.

1 VAND!
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5. Lat f(z,y) = éacS - izQ — 2xy + 242

(a) Bestdm alla stationéra punkter.
(b) Anvind Hessianen for att klassificera de stationdra punkterna.

(¢) Undersok ifall f(x,y) har storsta respektive minsta virde pa omradet
D ={(z,y9)| 0 <y <z}

och bestam i sa fall dessa. Glom inte att motivera existensen.

6. Beridkna flodet av vektorfiltet F = | —xzz | upp genom ytan

Y ={(2,y,2) € R® : 2* + 4y® + 2% = 1,2 > 0},
med foljande metoder:

(a) Gauss sats.

(b) Valfri parametrisering av ytan.

7. Lat f(x) = / exp(t?) cos(t — x)dt. Visa att f(x) loser differentialekvationen
0
F@) + 1"(@) = 2w exp(a?).

8. (a) Antag att A = [a,b] X [¢,d] &r en axelparallell rektangel och att f : A — R é&r
likformigt kontinuerlig. Visa att f dr integrerbar 6ver A.

(b) Bevisa Taylors formel av ordning 2 foér en skalidrvird funktion av tva variabler av
klass C® utgaende fran motsvarande envariabel-resultat.
Uttryck resttermen med derivator, ej O-notation.

(¢) Definiera begreppet differentierbarhet fér en funktion f: R™ — R.

Lycka till!

2 VAND!



Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),
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Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar. Los uppgifterna i valfri ordning, men ldmna in i nummerordning. Tentan rittas och

bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Studera variabelbytet (z,y) <> (u,v)

U = 23: + 292,
v =2+ 2y
Anviénd variabelbytet for att bestdmma den allménna lésningen f(x,y) for x > 0, y > 0
till PDE:n
WO of 2y
A R
Yor dy x

Losning: Kedjeregeln ger

of _oudf  ovof _ of
dr Ordu Ox v 6u o’
of _ouof ovoj _ Of O
dy  oyou  dyou  Jou You

Satter vi in det 1 PDE:n far vi

2 9f  of of af 2
“Wor Tay T PWa, T a0 T et

Observera att dv—u = 15 22 > 0. Sa PDE:n forenklas till 8f = % som har allmén l6sning

f(u,v) = T In(4v — u) + g(u) dér g(v) &ar en godtycklig Cl funktion. Byter vi tlllbaka till
(2,9) far vi fle,y) = LIn(2a%) + g(3a® + 25%) = Lin(a?) + (D) + g(3a? + 242).
Observera att konstanten kan bakas in i den godtyckliga funktlonen och att > 0.

Svar: f(z,y) = In(y/z) + h(32% 4 2y?), dér h dr en godtycklig C'! funktion.

2. (a) Lat D = {(z,y) € R? | 22 +y? <In2,y > 0}. Berikna

// exp(z? + y?)dady.
D
1ol 2
Y rdy.
‘AQA (2 +y)?

(b) Berékna

Lo6sning:

1 VAND!

(3p)
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(3p)



(a)

Byte till poldra koordinater x = rcosf, y = rsinf ger att omradet beskrivs av
0<r<+vIn2, 0<60 <. Areaelementet blir drdy = rdrdf och integralen blir

vIn2 In2
// exp(z? + y*)dxdy :/ / exp(r¥)rdrdd = / e“du
D u=r2 2

In2
_5[ }o _5'

Integralen blir enklare ifall vi anvinder Fubini for att kasta om integrations-ordningen.
Omradet kan beskrivas med olikheterna 0 < y < x <1, sa vi far

1
dzdy = 55 dyd = —dd
/o/y<x2+y B // x2+y ”umy// e

m+:p
T 1 1
_ _T dr = dx = |1 1 =1n2.
/0 [ u] o /Ox+1 e+ 1))y =1n

1
En differentierbar funktion f(z,y,z) véixer i origo snabbast i riktningen [2| och i
2
den riktningen &r riktningsderivatan 6. Berdkna funktionens riktningsderivata i origo
och i riktning mot (2,2, 1).
Lat F(z,y,2) = —% +ay? + a2 + %zB. Motivera varfor ekvationen F(z,y,z) = 5
definierar en implicit funktion z = h(z,y) i en omgivning av (1,2,1) och bestdm h/,,
hi, och hiy, i punkten.

Losning:
1
(a) En funktion vixer snabbast i gradientens riktning, sa i origo &r Vf(0) = k | 2| for
2

nagot k > 0, och riktningsderivatan i den riktningen ér 6 = ||V f|| = kv/12 + 22 4+ 22 =
3k, sa k = 2. Den normaliserade riktningsvektorn fran origo till (2,2,1) ges av
1 2 2 1 2 16
2| . Riktningsderivatan blir f2(0) =v -V f(0) == [2| - |2]| = —.
3 v 3
1 2 1
Funktionen F' € C? och F(1,2,1) = 5. Derivering ger F..(x,y, 2) = y*+2, Fy(z,y,2) =
22y, F!(x,y,2) = x + 22. I punkten &r F/(1,2,1) = 2 # 0, s& implicita funktions-
satsen ger att det finns en funktion h sa att z = h(z,y) i en omgivning av punkten.

v

Sat ki att | ivning av (1,2,1) far vi KL (z,y) — 8 = Y- FZ
atsen ger ocksad att i en omgivning av ar vi b (z,y) = =— =
g givning av (1,2, W) = 4 pp

) —F! 2 2
w h; (z,y) = y 2 it . Deriverar vi far vi

F! x + 22 z+ (h(x,y))?

" L0 Phlmy) N\ Qu )@+ h?) — (v +h)2hh’
hry(x,w—afy(fW)_f e

I punkten far vi hf(1,2) = =5/2, hy(1,2) = =2, hi,(1,2) = —6.

~a+ (h(z,y))?

1 2 2
4. Lat F = [m y+y]

(a)

x2 + 92 x

Berdkna arbetet av F langs foljande kurvor med valfri metod.
y1 = {(z,y) € R*|z = cos(t),y =sin(t),0 < t < zh
Yo = {(z,y) € R*|z = cos(t),y =sin(t), > < t < 27},
v3={(z,y) eR* |z = (1—1)/2,y=(1+1)/2, -1 <t <1}.

2 VAND!
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(b) Anvénd teori fran kursen for att forklara likheter/olikheter i (a) uppgiften.

Loésning:

cos(t)

(a) For y1 och s har vi r(t) = Lm( t)], v(t) = [_Cf)lsr(lg)] CF(r(t)) = [1 EOZI(I;)(”} och

5. Lat f(z,y) =

(a)
(b)
()

F(r(t))-r'(t) = 1 —sin(¢).

w/2 /2
/ F.dr = / (1 —sin(t))dt = [t + cos(t)} P_T 1,
7 0 0 2
2m /2
/ F.dr = / (1 —sin(t))dt = [t + cos(t)} - 3T 41,
V2 /2 0 2
. . 1=t o, 11 1 [t

1 —¢2 1 1

F(r(t)) -1r'(t) = 2122 2 + 112

1 1 1 1
/ F.dr = / (—7+72>dt: [—E—Farctan(t)} S
s N2 Tt 2 12

Svar: fMF-alr—E 1, f F-dr=3 41, f F.dr=7%-1

Utanfor origo &r % — %—};1 = 0, sa faltet ar virvelfritt dér. Lat D vara omradet

mellan 1 och 73. Det &r ett enkelt ssammanhéingande omrade i forsta kvadranten och
F sir C! pa D;. Greens sats ger att arbetsintegralen lings randen 0D = v, — 73
ar noll. Detta forklarar varfor arbetet langs v, och 3 &r lika. Lat Dy vara omradet
mellan v; och 79, dvs enheltscirkeln. Filtet F &r singulért i origo, som ingar i omradet
Ds. Greens sats kan darfor inte tillampas pa Ds. Arbetet ldngs 1 och 9 &r olika pa
grund av att F inte &r konservativt.

1.3

L7 — 4:5 —2zy + 292
Bestdm alla stationéra punkter.
Anvind Hessianen for att klassificera de stationédra punkterna.

Undersok ifall f(x,y) har storsta respektive minsta virde pa omradet
D={(z,y)| 0 <y <z}

och bestam i sa fall dessa. Glom inte att motivera existensen.

Lo6sning:

(a)

(b)

1,2 —
- . _ 122 — ix—2y 0=2x(z—3)
De stationira punkterna loser 0 = V f(z,y) = [ 97 + 4y ] = {y )2

Sa vi far de stationdra punkterna (0,0) och (3,3/2).

.CI}—I

Hessianen blir H (z,y) = 2 _2] . For punkten (0, 0) far vi det(H(0,0)) = —6 <

—2 4

0 sa H(0,0) &r indefinit och (0,0) &r en sadelpunkt. For punkten (3,3/2) far vi
det(H(3,3/2)) = 6 > 0 och forsta komponenten = — 3 = 5/2 > 0, si H(3,3/2) &r
positivt definit och (3,3/2) &r en lokal minpunkt.

Pa randen har vi antingen y = z eller y = 0. g(z) = f(z,z) = é:cg — }le 0 =
¢'(z) = 3(z — 1)z sa punkterna (0,0) och (1,1) &r kandidater. h(z) = f(z,0) =

ta3 — 122 = g(x), si (0,0) och (1 0) dr kandidater. I poldra koordinater far vi
f(r,0) = 1 3 cos? ) — 17“2 cos? 0 — 2r2 cos 0 sin § + 2r? sin? §. Begrinsar vi till en cirkel

3 VAND!



med radie r, far vi &ven en rand med 0 < 6§ < /4. Pa grund av att cos# > 0 dér sa far
vi att r3 termen dr positiv och dominerar ifall r r tillréickligt stor, si& minimum kan
inte intréffa for stora r. Darfor maste minimum intriffa i nagon av kandidatpunkterna
eller den inre punkten fran (b) uppgiften. Maximum kan inte existera pa grund av
att f — oo da r — oc.

£0,00=0, f(1,1)= —1/12, f(1,0)= —1/12,  f(3,3/2) = —9/4.

Svar: Minsta virdet pa D ar f(3,3/2) = —9/4. Storsta virde existerar inte.

6. Berdkna flodet av vektorfiltet F = | —zz | upp genom ytan

22 -1

Y ={(z,y,2) e R¥: 2?2 + 4y® + 22 = 1,2 > 0},

med foljande metoder:

(a) Gauss sats.

(b) Valfri parametrisering av ytan.

Losning:

(a) YtanY #rinte sluten, men ligger vi till ytan Yo = {(z,y, 2) € R3 : 224+4y% < 1,2 = 0}

med normal N = —2 far vi Y U Yy = 0K diir K = {(z,y,2) € R? : 2% + 49> + 2% <
1,z > 0}. Byter vi till koordinater = rsinf cos ¢, y = %r sinfsin ¢, z = rcosf far
vi dV = dadydz = %7‘2 sin @drdfd¢, pa grund av att det bara dr en omskalning av
sfiriska koordinater. K ges av olikheterna 0 < r < 1,0 < 0 < 7/2,0 < ¢ < 2.

Divergensen blir V - F = %L; + %@2 + % = 2z. Gauss sats ger nu

//YF'NdS://AV'FdV_/LQF'NdS-

Pa Y, blir F- N =1 — 22 = 1 s& med elliptiska koordinater z = r cos o,y = %7" sin ¢
far vi dS = %Td?“d(ﬁ och

R 2 1 1 7"2 1 T

F-NdS = / / —rdrdp =27 |—| = —.

//y2 0 0 2 ¢ |: 4 ]0 2
2r  pmw/2 Pl r2 T w/2 -
/// V- -FdV = / / / 2r cos ) — sin 0drdfdo = / sin(20)df = —.
K o Jo Jo 2 4 Jo 4

Svar: [[, F-NdS =n/4—n/2 = —n/4.

I koordinaterna ovan ges Y avr = 1,0 < 0 < 7/2, 0 < ¢ < 27, sa en naturlig
parametrisering &r

sin 6 cos ¢ A o Or [4 cos ¢sin? 0
r(6,¢) = %sin@singb = NdS = (% X a—)d@dqﬁ = | sin?fsin¢ | dbdo
cos ¢ i %cos&sin@
2 cos ' sin @ sin ¢ 3 cos ¢sin? 0]
= F.NdS = | —cosf cos ésinf| - | sin?fsing | dodop = —% cos 6 sin® 0dOde
—sin® 6 %cos@sin@_

Flodet blir

) 2r  pmw/2 w/2
/ / F-NdS= —1 / / cos Osin® 0d0ds = —r | Lsin' 6] " = —m/4.
Y o Jo 0

4 VAND!



x
7. Lat f(z) = / exp(t?) cos(t — x)dt. Visa att f(x) loser differentialekvationen
0

F(@) + f'(x) = 20 exp(a?),

Lésning: Integranden g(x,t) = exp(t?) cos(t — x) och grinserna #r kontinuerligt deriver-
bara, sa vi far

g(z,z) = exp(z?), go(x,t) = exp(t?)sin(t — z),

T

r d
fl(x) = / g (x, t)dt + g(x,az)%(ac) = exp(z?) +/ exp(t?) sin(t — z)dL.
0 0
Om vi later h(z,t) = exp(t?) sin(t — ), far vi pd samma sitt

h(z,z) =0, h! (x t) = — exp(t?) cos(t — ),

f(z) = d (exp(z / hl (x,t)dt + h(z, x)di( ) = 2z exp(x?) — /OI exp(t?) cos(t — x)dt

= 2z exp(z?) —

8. (a) Antag att A = [a,b] X [¢,d] &r en axelparallell rektangel och att f : A — R &r
likformigt kontinuerlig. Visa att f dr integrerbar 6ver A.

(b) Bevisa Taylors formel av ordning 2 for en skaldrvird funktion av tva variabler av
klass C2 utgaende fran motsvarande envariabel-resultat.
Uttryck resttermen med derivator, e¢j O-notation.

(c) Definiera begreppet differentierbarhet for en funktion f : R™ — R.

Loésning:

(a) Se sidan 237 i boken.
(b) Vi vill Taylor-utveckla f(z,y) € C® kring (a,b). Fixera (h,k) och lat F(t) = f(a +
th,b +tk) € C3. Taylorutveckling av F' kring t = 0 ger

t3

2
F(t) = F(0) + F/(0)t + F“(O)% FEO),

for nagot & mellan 0 och ¢. Kedjeregeln ger

F%ﬂ::%ﬂﬂa+¢mb+tM):fga+tmb+ch+jua+tmb+th
0 0

F’ och (h 3: k ) f har samma relation som F och f, sa vi kan upprepa och fa

FO) (1) = ((ha%waﬁ) F)(a -+ th, b+ th)

Satter vi ¢t = 1 i Taylorutvecklingen far vi

(4p)

6
, . 1,0 )
:ﬂmm+hﬁmﬁy+wumw+§«%%+k&ﬂ%xmw
) 0
((h%Jrka—y) )(a+Eh, b+ Ek)
= f(a,b) + hfi(a,b) + kf}(a,b) + %(hQ "x(a,b) + 2hk fly(a,b) + K f1y(a, b))
0 d 5
+((h%+k8—y) )la+&h,b+Ek),

for ndgot 0 < € < 1.

5 VAND!



(c) Lat a € R™ vara inre punkt i Dy. f ar da differentierbar i a om det finns en konstant
vektor A € R™ och en funktion p : R” — R sa att p(h) — 0 da h — 0 och

f(a+h) = f(a) + A -h+|h]p(h).
Da giller dven V f(a) = A.
Lycka till!

6 VAND!
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Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



