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tamenstillfillet.

1. Studera variabelbytet (z,y) <> (u,v)

u=a+y,

v =Y.

d(z,y)

d(u, v)

(b) Anvénd variabelbytet for att bestdmma den allménna losningen f(z,y) for = > 0,
y > 0 till PDE:n

(a) Berikna

uttryckt i variablerna (u,v).

9L _ 0,
Ox y@y_ Y-

Lo6sning:
(a) Funtionaldeterminanten &r

d(u,v)
d(z,y)

Den omvinda funktionaldeterminanten blir

2r —2y73
Y x

=222 4+ 2y % = 2u.

dix,y) 1 1
d(u,v) jguavg C 2u
:I:’y

(b) Kedjeregeln ger

of _ouos ovor _, of  of
0r  oxou  orov  ou You

of _oudf ovof _, 30f  Of
8y_8y8u+8y8v_ 2y 6u+x81j'
Sétter vi in det 1 PDE:n far vi
af af _o0f af o Of
_ 2YJ Y 2v%) Yl _ 2 2\ 9
32/_2$ 8u+$y80+2y g Yoy 2_(1: +’_/y )8u

Sa PDE:n forenklas till g—i = £ som har allmén 16sning f(u,v) = vIn(u)+h(v) dér

h(v) dr en godtycklig C' funktion. Byter vi tillbaka till (z,y) far vi:
Svar: f(z,y) = tzyln(z? + y=2) + h(zy).
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2. Berikna integralen

/Oﬂ/yjysm(WJUQ)d:z:dy

Losning: Vi kan inte hitta en enkel primitiv funktion till s1n( 1 ) sa vi anvinder Fubini
for att kasta om ordningen. Integrationsomradet kan skrivas om som
{(z,y) eR? |y <2 <2,0<y<vV2} ={(z,y) e R*[0 <y < /7,0 < < 2}

/ /yml m@_/ /gmql@w_A%qﬁﬂFﬁfm
S

™
i d
1r:c2 7r/O sin(u)du
1

m 0 s

3. Lat F(x,y) =1—2% —y + 9>
(a) Visa att F(x,y) = 0 entydigt definierar en envariabelfunktion f, sa att y = f(z) i en
omgivning av punkten (x,y) = (1,1).
(b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 kring = 1 f6r f(z) fran (a)-uppgiften.

Loésning:

(a) Funktionen F € C! och F(1,1) = 0. Derivering ger F/(x,y) = —2u, Fé(:c,y) =
3y% — 1. I punkten &r Fy(1,1) = 2 # 0, sa implicita funktionssatsen ger att det finns
f € C', sd att kurvan F(x,y) = 0 ges av y = f(x) i en omgivning av punkten
(z,y) = (1,1).

(b) Baspunkten (1, 1) ligger pa kurvan, sa f(1) = 1. Implicita funktionssatsen ger f'(z) =
—Fy(z, f(z) 2

Ejw f) @R -1

O N S (U BT (Vi

dz \3(f(x))* -1 (B(f(x))? —1)?

Stoppar vi in z =1 far vi f’(1) =1 och f”(1) = —2. Taylorpolynomet blir

&@g:fuy+ﬂ@xx—n+i§%m—nz:1+@—1y4x—n2:—LHM—x?

Deriverar vi detta far vi

322y + 2
4. Lat F = | 2 + 2y
T+ 322

(a) Visa att F &r konservativt och bestdm en potential till F.

(b) Beriikna arbetet av F lings kurvan
vy ={(z,y,2) € R®|z =sin(t),y = cos(t), z = t/m,0 < t < 7}.
Lo6sning:

(a) Om ¢ : R?* — R ska vara potential till F maste V¢ = F. For forsta komponenten
inneb#r det ¢, = 322y + 2z = ¢ = 23y + xz + C1(y, 2), dir C; : R? — R &r en
C! funktion. Derivering m.a.p. y ger by = x> + C1,(y, 2). Tillsammans med andra
komponenten av potentialekvationen far vi C7, (y, 2) = 2y = C1(y,2) = y?*+Cs(z) =
¢ = 23y +xz+y?+C(2), dir Cy : R — R #r en C! funktion. Derivering m.a.p. z ger
¢, = x + C4(z). Tillsammans med tredje komponenten av potentialekvationen far vi
Ch(2) = 322 = Cy(2) = 23 + C. Konstanten C kan viljas fritt, s for enkelhets skull
véljer vi C' = 0.
Svar: F = V¢, med ¢ = 23y + 2z + % + 23, sa F #r konservativt med potential ¢.
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(b)

0 0
Startpunkten for v &r a =r(0) = |1| och slutpunkten b = r(7) = |—1]|. Pa grund
0 1
av att F = V¢ far vi

/F-dr:qb(b)—qb(a):Z—l:l.
g

5. Lat f(z,y) = =3z 4 22 + 32% — 2y + 102, g(x,y) = 2(x — 2)* + (z — u)*.

(a)
(b)

()

Bestam alla stationdra punkter till f(x,y).

Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjéilp av andraderivatorna i
punkterna.

Motivera varfor f(x,y) maste anta stérsta och minsta virde pa omradet g(x,y) < 2
och bestdm dessa.

Lo6sning:

(a)

De stationira punkterna fas av 0 = Vf(z,y) = [

©{0=<x—1><m+3>

y =2z

—z + 5y y=2x

. Sa vi far de stationéra punkterna (—3,—6) och (1,2).

Ikﬁﬁanmlbhr}{@;y)—-[4_%fx '}1].Ipunkuxl(—3,—6)farvideuf{p—3,—6» =

o 2

‘_? _11 = —2 < 0 vilket innebér att Hessianen &r indefinit och f(—3,—6) = 9

o 2

ar en sadelpunkt. I punkten (1,2) far vi det(H(1,2)) = 61 _11 = 2 > 0 och
o 2

forsta komponenten (6) av H(1,2) &r positiv gor att Hessianen dr positivt definit och
f(1,2) = —5/3 ér en lokal minpunkt.
g

2)
(z,y) ir en summa av tva icke-negativa termer. Vi far dérfor (r — 2)? < 1 och
(x — %y)2 < 2. Den forsta olikheten ger en begrinsning fér x. Niar man har det
ger den andra en begrinsning for y, sa g(x,y) < 2 &r en begrinsad méngd. f &r
kontinuerlig och g(x,y) < 2 #r en kompakt méngd, sa storsta och minsta virde
existerar. De lokala extrempunkterna hittade vi i foregaende deluppgifter. Vi ser
att g(1,2) = 2 och g(—3,—6) = 50 > 2, sa de punkterna &r inte inre punkter.
Endast randen g = 2 aterstar. Lagranges metod ger att max och min endast kan
upptrida da Vf och Vg ar parallella samtidigt som g = 2. De &r parallella om

_d(f,g)  |-3+dx+at—y —a:+%y B L3442t -y 1]

d(x,y) —8+6x—vy —z+ 5y _(_$+2y>‘ —8+6x—vy 1]
—22z —y)(2® —22+5), men 2> — 22 +5 = (z — 1)2 +4 > 0, s& y = 2z ir enda
mojligheten. 2 = g(z,y) = g(z,22) =2(x —2)2 < 0= (r —2)2 =1 = (z — 3)(x — 1).
Vi har darfor minsta och storsta vérde f(1,2) = —5/3, f(3,6) = 9.

scos(t)
6. Lat Y C R3 vara en yta som parametriseras av r(s,t) = |ssin(t)| for 0 < s < 1 och
1-s
Y
0<t<2r.Lat F = T .
(z—1)

(a)

1
Bestam tangentplanet till ytan i punkten r(

=9
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—3+4x+x2—y] {0:x2+2x3
=
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(b) Beriikna flodet av F upp genom Y med hjilp av parametriseringen.

(c¢) Berikna flodet av F upp genom Y med Gauss sats.

Loésning:
o or cos(t) —ssin(t)
(a) En normal till ytan ges av N(z,y,2) = — X — = |[sin(t)| x | scos(t) | =
0s ot 3
—4s 0
45* cos(t) 1 = L 1
4s*sin(t) | . I punkten far vi N(r(—,—)) = — |1}, sa vi kan vélja [1]| som
S() P VoA vl j !
1. Punkten r( ! ) (1 L 3) ligger i tangentplanet, sa planets ekvati
normal. Punkten r( —, —) = (=, =, - ) ligger i tangentplanet, sa planets ekvation
N 2°97 4 gg gentp ) b
blir0=1(x—-1/2)+1(y—1/2)+1(» —3/4) ez +y+2z=T7/4.
or or 45% cos(t)
(b) Enhetsnormalen ganger area-elementet blir NdS = 95 < adsdt = |4s*sin(t) | dsdt.
s
s

Den ér riktad uppéat pa grund av att s > 0. Flodet blir

R or 1 | ssin(t) 45* cos(t)
// F .- NdS = / / scos(t)| - |4stsin(t) | dsdt
Y 0 Jo $8 s

21 1 21
:/ /Xﬁ+&%%@gmm@ﬁ:/nQ%+@m@gmmﬁ:
0 0 0

(¢) Koordinaterna s och t &r polidra koordinater i zy-planet. Ytan Y dr nagon form av
rotationssymmetrisk kupa med rand som &r en cirkel i xy-planet. Ytan &r inte sluten,
s& vi behover ligga till en botten-skiva Yo = {(x,y,2) € R3|2? + 32 < 1,z = 0}. 1
zy-koordinater ges Y = {(z,y,2) € R®|2? +y> < 1,2 = 1 — (2% + y?)?}. Kroppen
K ={(z,y,2) e R¥ |22+ 92 < 1,0 < 2 < 1— (2% + %?)?} har rand 0K = Y U Ya.
Flodet ut ur K genom Y5 dr nedat, sa normalen till Y5 &r —Z. Flodet genom Y, blir
pga z=20

//YQF.NdS: _//YQ(Z_l)%lxdy:_//Ydedy:—M(Yﬂ=—7T.

V -F = 2z — 2 och Gauss sats ger

/X/‘V-FdV::/y"F-NdS+1X/ F - NdS
K Y Yo
R 1_(x2+y2)2
= //F-NdS:ﬂ—i—// V-FdV:W+// / (2z — 2)dzdzdy
Y K r2442<1 J0

o 1 pl—st 1
=+ / / / (2z — 2)sdzdsdt = 7 + 27T/ (58 —1)sds
o Jo Jo 0

2 T
— 2(_f>:4ﬂ
7T—|—7['5 5

d(z,y) _
d(s,t)

Dar vi bytte tillbaka till vara polédra koordinater (s,t) med

7. Bestdm massan av en kropp med densitet p = |yz| som ockuperar omradet

K ={(z,y,2) eER’|2® + 4" + 2° <4,2° + 4° < 2°,2 < 0,y > 0}
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Losning: Pa grund av grianserna far vi p = —yz. Byter vi till omskalade sfiriska koordi-
nater far vi

x = rsinf cos ¢

Y= %7’ sin 6 sin ¢ = 7) = % sin Odrdfdae.

z =rcosf

I berdkningen av funktionaldeterminanten kan vi bryta ut en faktor 1/2 fran andra ra-
den. Sedan far vi samma determinant som for vanliga sfiriska koordinater. Inséttning
i granserna for omradet ger r2 < 4,sin’6 < cos?6,cosf < 0,sing > 0, pga r > 0
och sinf > 0 alltid géller for sfiariska koordinater. Detta kan forenklas till 0 < r < 2,
3n/4<60<m 0<¢<m Massan ges av

M = /// pdxdydz = — / / / 7 sin 0 sin ¢ r cos 0 2 sin Odrdfde
3m/4

; V2
Tl [ Fh -T2 B - 5
Svar: Massan ar 41\25.

8. (a) Antag att f:R% — R #r en godtycklig C! funktion. Visa att f &r differentierbar.

(b) Antag att Q &r en C' funktion pd R? och antag att a, 3 #r C! funktioner av en
variabel. Lat D = {(z,y) € R?|a <y < b,a(y) < x < B(y)}. Visa att

Qdy = // a—dedy.
oD p Oz

Detta &r en del av beviset for Greens sats, sa du far inte anvinda Greens sats eller
nagon av dess foljdsatser i ditt bevis.

(c¢) Definiera begreppet nollméngd i planet.
(d) Anvind en generaliserad dubbelintegral 6ver forsta kvadranten for att visa

> 1
/ e dy = —\/7.
0

2
Losning:
(a) Se sats 2.2.3 i boken.

(b) Se boken Sats 9.2.1.

(c) En miingd N € R? kallas en nollméngd om vi foér varje € > 0 kan ticka 6ver N med
andligt manga axelparallella rektanglar vars sammanlagda area dr hogst e.

(d) Lat I = [[, e~V dxdy, dir D #r forsta kvadranten. Fubini ger

o [e.e] [e.e]
I= / eV’ (/ e_Ide)dy = (/ e_IQd:L")Q.
0 0 0

Observera ocksa att I > 0 pa grund av att e > 0.1 poléra koordinater ges omradet
av 0 <7, 0<6<m/2.

w/2 roo 0o
I = / / e " rdrdd = 7T/ e rdr.
0 0 2 Jo

Variabelbytet v = 7% ger du = 2rdr och

T [ T o0 T T
=" —ug :fP‘ﬂ — lim “1-—e By =T
4wA e tdu=gle) = g e =g

& 1
/ e dr =1 = \/? = /7.
; 472
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Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



