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1. Studera variabelbytet (x, y) ↔ (u, v)

u = x2 + y−2,

v = xy.

(a) Beräkna
d(x, y)

d(u, v)
uttryckt i variablerna (u, v). (2p)

(b) Använd variabelbytet för att bestämma den allmänna lösningen f(x, y) för x > 0,
y > 0 till PDE:n (3p)

x
∂f

∂x
− y

∂f

∂y
= xy.

Lösning:

(a) Funtionaldeterminanten är

d(u, v)

d(x, y)
=

∣∣∣∣2x −2y−3

y x

∣∣∣∣ = 2x2 + 2y−2 = 2u.

Den omvända funktionaldeterminanten blir

d(x, y)

d(u, v)
=

1
d(u,v)
d(x,y)

=
1

2u
.

(b) Kedjeregeln ger

∂f

∂x
=

∂u

∂x

∂f

∂u
+

∂v

∂x

∂f

∂v
= 2x

∂f

∂u
+ y

∂f

∂v
,

∂f

∂y
=

∂u

∂y

∂f

∂u
+

∂v

∂y

∂f

∂v
= −2y−3∂f

∂u
+ x

∂f

∂v
.

Sätter vi in det i PDE:n f̊ar vi

xy︸︷︷︸
v

= 2x2
∂f

∂u
+ xy

∂f

∂v
+ 2y−2∂f

∂u
− xy

∂f

∂v
= 2 (x2 + y−2)︸ ︷︷ ︸

u

∂f

∂u

S̊a PDE:n förenklas till ∂f
∂u = v

2u som har allmän lösning f(u, v) = 1
2v ln(u)+h(v) där

h(v) är en godtycklig C1 funktion. Byter vi tillbaka till (x, y) f̊ar vi:
Svar: f(x, y) = 1

2xy ln(x
2 + y−2) + h(xy).
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2. Beräkna integralen (3p)∫ √
2

0

∫ 2

y2
y sin

(πx2
4

)
dxdy.

Lösning: Vi kan inte hitta en enkel primitiv funktion till sin
(
πx2

4

)
, s̊a vi använder Fubini

för att kasta om ordningen. Integrationsomr̊adet kan skrivas om som
{(x, y) ∈ R2 | y2 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤

√
2} = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤

√
x, 0 ≤ x ≤ 2}.∫ √

2

0

∫ 2

y2
y sin

(πx2
4

)
dxdy =

∫ 2

0

∫ √
x

0
y sin

(πx2
4

)
dydx =

∫ 2

0
sin

(πx2
4

)[y2
2

]√x

0
dx

=
1

2

∫ 2

0
sin

(πx2
4

)
xdx =

u=πx2

4

1

π

∫ π

0
sin(u)du

=
1

π

[
− cos(u)

]π
0
=

2

π
.

3. L̊at F (x, y) = 1− x2 − y + y3.

(a) Visa att F (x, y) = 0 entydigt definierar en envariabelfunktion f , s̊a att y = f(x) i en
omgivning av punkten (x, y) = (1, 1). (1p)

(b) Bestäm Taylorpolynomet av grad 2 kring x = 1 för f(x) fr̊an (a)-uppgiften. (3p)

Lösning:

(a) Funktionen F ∈ C1 och F (1, 1) = 0. Derivering ger F ′
x(x, y) = −2x, F ′

y(x, y) =
3y2 − 1. I punkten är F ′

y(1, 1) = 2 ̸= 0, s̊a implicita funktionssatsen ger att det finns
f ∈ C1, s̊a att kurvan F (x, y) = 0 ges av y = f(x) i en omgivning av punkten
(x, y) = (1, 1).

(b) Baspunkten (1, 1) ligger p̊a kurvan, s̊a f(1) = 1. Implicita funktionssatsen ger f ′(x) =
−F ′

x(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

=
2x

3(f(x))2 − 1
. Deriverar vi detta f̊ar vi

f ′′(x) =
d

dx

( 2x

3(f(x))2 − 1

)
=

2(3(f(x))2 − 1)− 12xf(x)f ′(x)

(3(f(x))2 − 1)2
.

Stoppar vi in x = 1 f̊ar vi f ′(1) = 1 och f ′′(1) = −2. Taylorpolynomet blir

P2(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) + f ′′(1)
2 (x− 1)2 = 1+ (x− 1)− (x− 1)2 = −1 + 3x− x2.

4. L̊at F =

3x2y + z
x3 + 2y
x+ 3z2

.
(a) Visa att F är konservativt och bestäm en potential till F. (3p)

(b) Beräkna arbetet av F längs kurvan (1p)

γ = {(x, y, z) ∈ R3 |x = sin(t), y = cos(t), z = t/π, 0 ≤ t ≤ π}.

Lösning:

(a) Om ϕ : R3 → R ska vara potential till F m̊aste ∇ϕ = F. För första komponenten
innebär det ϕ′

x = 3x2y + z ⇒ ϕ = x3y + xz + C1(y, z), där C1 : R2 → R är en
C1 funktion. Derivering m.a.p. y ger ϕ′

y = x3 + C ′
1y(y, z). Tillsammans med andra

komponenten av potentialekvationen f̊ar vi C ′
1y(y, z) = 2y ⇒ C1(y, z) = y2+C2(z) ⇒

ϕ = x3y+xz+y2+C2(z), där C2 : R → R är en C1 funktion. Derivering m.a.p. z ger
ϕ′
z = x+ C ′

2(z). Tillsammans med tredje komponenten av potentialekvationen f̊ar vi
C ′
2(z) = 3z2 ⇒ C2(z) = z3 + C. Konstanten C kan väljas fritt, s̊a för enkelhets skull

väljer vi C = 0.
Svar: F = ∇ϕ, med ϕ = x3y + xz + y2 + z3, s̊a F är konservativt med potential ϕ.
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(b) Startpunkten för γ är a = r(0) =

01
0

 och slutpunkten b = r(π) =

 0
−1
1

. P̊a grund

av att F = ∇ϕ f̊ar vi ∫
γ
F · dr = ϕ(b)− ϕ(a) = 2− 1 = 1.

5. L̊at f(x, y) = −3x+ 2x2 + 1
3x

3 − xy + 1
4y

2, g(x, y) = 2(x− 2)2 + (x− 1
2y)

2.

(a) Bestäm alla stationära punkter till f(x, y). (2p)

(b) Klassificera om möjligt de stationära punkterna med hjälp av andraderivatorna i
punkterna. (2p)

(c) Motivera varför f(x, y) m̊aste anta största och minsta värde p̊a omr̊adet g(x, y) ≤ 2
och bestäm dessa. (4p)

Lösning:

(a) De stationära punkterna f̊as av 0 = ∇f(x, y) =

[
−3 + 4x+ x2 − y

−x+ 1
2y

]
⇔

{
0 = x2 + 2x− 3

y = 2x

⇔

{
0 = (x− 1)(x+ 3)

y = 2x
. S̊a vi f̊ar de stationära punkterna (−3,−6) och (1, 2).

(b) Hessianen blir H(x, y) =

[
4 + 2x −1
−1 1

2

]
. I punkten (−3,−6) f̊ar vi det(H(−3,−6)) =∣∣∣∣−2 −1

−1 1
2

∣∣∣∣ = −2 < 0 vilket innebär att Hessianen är indefinit och f(−3,−6) = 9

är en sadelpunkt. I punkten (1, 2) f̊ar vi det(H(1, 2)) =

∣∣∣∣ 6 −1
−1 1

2

∣∣∣∣ = 2 > 0 och

första komponenten (6) av H(1, 2) är positiv gör att Hessianen är positivt definit och
f(1, 2) = −5/3 är en lokal minpunkt.

(c) g(x, y) är en summa av tv̊a icke-negativa termer. Vi f̊ar därför (x − 2)2 ≤ 1 och
(x − 1

2y)
2 ≤ 2. Den första olikheten ger en begränsning för x. När man har det

ger den andra en begränsning för y, s̊a g(x, y) ≤ 2 är en begränsad mängd. f är
kontinuerlig och g(x, y) ≤ 2 är en kompakt mängd, s̊a största och minsta värde
existerar. De lokala extrempunkterna hittade vi i föreg̊aende deluppgifter. Vi ser
att g(1, 2) = 2 och g(−3,−6) = 50 > 2, s̊a de punkterna är inte inre punkter.
Endast randen g = 2 återst̊ar. Lagranges metod ger att max och min endast kan
uppträda d̊a ∇f och ∇g är parallella samtidigt som g = 2. De är parallella om

0 =
d(f, g)

d(x, y)
=

∣∣∣∣−3 + 4x+ x2 − y −x+ 1
2y

−8 + 6x− y −x+ 1
2y

∣∣∣∣ = (−x + 1
2y)

∣∣∣∣−3 + 4x+ x2 − y 1
−8 + 6x− y 1

∣∣∣∣ =

−1
2(2x − y)(x2 − 2x + 5), men x2 − 2x + 5 = (x − 1)2 + 4 > 0, s̊a y = 2x är enda

möjligheten. 2 = g(x, y) = g(x, 2x) = 2(x− 2)2 ⇔ 0 = (x− 2)2 − 1 = (x− 3)(x− 1).
Vi har därför minsta och största värde f(1, 2) = −5/3, f(3, 6) = 9.

6. L̊at Y ⊂ R3 vara en yta som parametriseras av r(s, t) =

s cos(t)s sin(t)
1− s4

 för 0 ≤ s ≤ 1 och

0 ≤ t ≤ 2π. L̊at F =

 y
x

(z − 1)2

.
(a) Bestäm tangentplanet till ytan i punkten r

( 1√
2
,
π

4

)
. (2p)
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(b) Beräkna flödet av F upp genom Y med hjälp av parametriseringen. (3p)

(c) Beräkna flödet av F upp genom Y med Gauss sats. (3p)

Lösning:

(a) En normal till ytan ges av N(x, y, z) =
∂r

∂s
× ∂r

∂t
=

cos(t)sin(t)
−4s3

 ×

−s sin(t)
s cos(t)

0

 =4s4 cos(t)4s4 sin(t)
s

. I punkten f̊ar vi N
(
r
( 1√

2
,
π

4

))
=

1√
2

11
1

, s̊a vi kan välja

11
1

 som

normal. Punkten r
( 1√

2
,
π

4

)
=

(1
2
,
1

2
,
3

4

)
ligger i tangentplanet, s̊a planets ekvation

blir 0 = 1(x− 1/2) + 1(y − 1/2) + 1(z − 3/4) ⇔ x+ y + z = 7/4.

(b) Enhetsnormalen g̊anger area-elementet blir N̂dS =
∂r

∂s
× ∂r

∂t
dsdt =

4s4 cos(t)4s4 sin(t)
s

 dsdt.

Den är riktad upp̊at p̊a grund av att s ≥ 0. Flödet blir

∫∫
Y
F · N̂dS =

∫ 2π

0

∫ 1

0

s sin(t)s cos(t)
s8

 ·

4s4 cos(t)4s4 sin(t)
s

 dsdt

=

∫ 2π

0

∫ 1

0
(s9 + 8s5 cos(t) sin(t))dsdt =

∫ 2π

0
( 1
10 + 4

3 cos(t) sin(t))dt =
π

5
.

(c) Koordinaterna s och t är polära koordinater i xy-planet. Ytan Y är n̊agon form av
rotationssymmetrisk kupa med rand som är en cirkel i xy-planet. Ytan är inte sluten,
s̊a vi behöver lägga till en botten-skiva Y2 = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 ≤ 1, z = 0}. I
xy-koordinater ges Y = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 ≤ 1, z = 1 − (x2 + y2)2}. Kroppen
K = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1 − (x2 + y2)2} har rand ∂K = Y ∪ Y2.
Flödet ut ur K genom Y2 är ned̊at, s̊a normalen till Y2 är −ẑ. Flödet genom Y2 blir
pga z = 0∫∫

Y2

F · N̂dS = −
∫∫

Y2

(z − 1)2dxdy = −
∫∫

Y2

dxdy = −µ(Y2) = −π.

∇ · F = 2z − 2 och Gauss sats ger∫∫∫
K
∇ · FdV =

∫∫
Y
F · N̂dS +

∫∫
Y2

F · N̂dS

⇒
∫∫

Y
F · N̂dS = π +

∫∫∫
K
∇ · FdV = π +

∫∫
x2+y2≤1

∫ 1−(x2+y2)2

0
(2z − 2)dzdxdy

= π +

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1−s4

0
(2z − 2)sdzdsdt = π + 2π

∫ 1

0
(s8 − 1)sds

= π + 2π
(
−2

5

)
=

π

5
.

Där vi bytte tillbaka till v̊ara polära koordinater (s, t) med
d(x, y)

d(s, t)
= s.

7. Bestäm massan av en kropp med densitet ρ = |yz| som ockuperar omr̊adet (4p)

K = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + 4y2 + z2 ≤ 4, x2 + 4y2 ≤ z2, z ≤ 0, y ≥ 0}

4 VÄND!



Lösning: P̊a grund av gränserna f̊ar vi ρ = −yz. Byter vi till omskalade sfäriska koordi-
nater f̊ar vi 

x = r sin θ cosϕ

y = 1
2r sin θ sinϕ

z = r cos θ

⇒ d(x, y, z)

d(r, θ, ϕ)
=

r2

2
sin θdrdθdϕ.

I beräkningen av funktionaldeterminanten kan vi bryta ut en faktor 1/2 fr̊an andra ra-
den. Sedan f̊ar vi samma determinant som för vanliga sfäriska koordinater. Insättning
i gränserna för omr̊adet ger r2 ≤ 4, sin2 θ ≤ cos2 θ, cos θ ≤ 0, sinϕ ≥ 0, pga r ≥ 0
och sin θ ≥ 0 alltid gäller för sfäriska koordinater. Detta kan förenklas till 0 ≤ r ≤ 2,
3π/4 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ π. Massan ges av

M =

∫∫∫
K
ρdxdydz =

−1

4

∫ π

0

∫ π

3π/4

∫ 2

0
r sin θ sinϕ r cos θ r2 sin θdrdθdϕ

=
−1

4

[
− cosϕ

]π
0

[sin3 θ
3

]π
3π/4

[r5
5

]2
0
=

−1

4
2
(
− 1

6
√
2

)32
5

=
4
√
2

15

Svar: Massan är
4
√
2

15
.

8. (a) Antag att f : R2 → R är en godtycklig C1 funktion. Visa att f är differentierbar. (6p)

(b) Antag att Q är en C1 funktion p̊a R2 och antag att α, β är C1 funktioner av en
variabel. L̊at D = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ y ≤ b, α(y) ≤ x ≤ β(y)}. Visa att∮

∂D
Qdy =

∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy.

Detta är en del av beviset för Greens sats, s̊a du f̊ar inte använda Greens sats eller
n̊agon av dess följdsatser i ditt bevis. (4p)

(c) Definiera begreppet nollmängd i planet. (1p)

(d) Använd en generaliserad dubbelintegral över första kvadranten för att visa (3p)∫ ∞

0
e−x2

dx =
1

2

√
π.

Lösning:

(a) Se sats 2.2.3 i boken.

(b) Se boken Sats 9.2.1.

(c) En mängd N ∈ R2 kallas en nollmängd om vi för varje ϵ > 0 kan täcka över N med
ändligt m̊anga axelparallella rektanglar vars sammanlagda area är högst ϵ.

(d) L̊at I =
∫∫

D e−x2−y2dxdy, där D är första kvadranten. Fubini ger

I =

∫ ∞

0
e−y2

(∫ ∞

0
e−x2

dx
)
dy =

(∫ ∞

0
e−x2

dx
)2

.

Observera ocks̊a att I ≥ 0 p̊a grund av att e−x2
> 0. I polära koordinater ges omr̊adet

av 0 < r, 0 < θ < π/2.

I =

∫ π/2

0

∫ ∞

0
e−r2rdrdθ =

π

2

∫ ∞

0
e−r2rdr.

Variabelbytet u = r2 ger du = 2rdr och

I =
π

4

∫ ∞

0
e−udu =

π

4

[
−e−u

]∞
0

= lim
R→∞

π

4
(1− e−R) =

π

4
.

Allts̊a f̊ar vi ∫ ∞

0
e−x2

dx =
√
I =

√
π

4
=

1

2

√
π.

Lycka till!

5 VÄND!



Formelblad MVE035 och MVE600

Trigonometri

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y), sin(x) sin(y) =
1

2

(
cos(x− y)− cos(x+ y)

)
,

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), sin(x) cos(y) =
1

2

(
sin(x− y) + sin(x+ y)

)
,

tan(x+ y) =
tan(x) + tan(y)

1− tan(x) tan(y)
, cos(x) cos(y) =

1

2

(
cos(x− y) + cos(x+ y)

)
.

Primitiva funktioner

∫
xadx =

xa+1

a+ 1
+ C, a ̸= −1,

∫
1

x
dx = ln |x|+ C,∫

sinxdx = − cosx+ C,

∫
cosxdx = sinx+ C,∫

1

cos2 x
dx = tanx+ C,

∫
1

sin2 x
dx = − cotx+ C,∫

exdx = ex + C,

∫
axdx =

ax

ln a
+ C, 0 < a ̸= 1,∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C,

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C, a ̸= 0,∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C,

∫
1√

x2 + a
dx = ln |x+

√
x2 + a|+ C, a ̸= 0,∫ √

x2 + adx =
1

2

(
x
√
x2 + a+ a ln |x+

√
x2 + a|

)
+ C,∫

1

(x2 + 1)n
= In, In+1 =

x

2n(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
In.

Maclaurinutvecklingar

ex =
n∑

k=0

xk

k!
+O(xn+1),

sinx =
n∑

k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+O(x2n+1),

cosx =
n∑

k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+O(x2n+2),

(1 + x)α =
n∑

k=0

(
α

k

)
xk +O(xn+1), |x| < 1,

ln(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k+1x
k

k
+O(xn+1), −1 < x ≤ 1,

arctanx =

n∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

2k − 1
+O(x2n+1), |x| ≤ 1,(

α

k

)
=

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k + 1)

k(k − 1)(k − 2) · · · 1
,

(
α

0

)
= 1.


