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1. Studera variabelbytet (x, y) ↔ (u, v)

u = xy,

v =
√
x2 − 1

√
1− y2.

(a) Antag att a > 1 och −1 < b < 1. Visa att det finns en omgivning av (x, y) = (a, b)
där variabelbytet är inverterbart. (2p)

(b) Använd variabelbytet för att bestämma den allmänna lösningen f(x, y) till PDE:n (3p)

x
∂f

∂x
− y

∂f

∂y
= x2 − y2.

Lösning:

(a) Funtionaldeterminanten är

∣∣∣∣∣∣
y x

x
√

1−y2√
x2−1

−y
√
x2−1√
1−y2

∣∣∣∣∣∣ = − x2 − y2
√
x2 − 1

√
1− y2

< 0 för alla

x > 1 och −1 < y < 1. Inversa funktionssatsen ger därför att variabelbytet är
inverterbart i en omgivning av punkten (x, y) = (a, b).

(b) Kedjeregeln ger

∂f

∂x
=

∂u

∂x

∂f

∂u
+

∂v

∂x

∂f

∂v
= y

∂f

∂u
+

x
√
1− y2√
x2 − 1

∂f

∂v
,

∂f

∂y
=

∂u

∂y

∂f

∂u
+

∂v

∂y

∂f

∂v
= x

∂f

∂u
− y

√
x2 − 1√
1− y2

∂f

∂v
.

Sätter vi in det i PDE:n f̊ar vi

x2 − y2 = (
x2

√
1− y2√

x2 − 1
+

y2
√
x2 − 1√
1− y2

)
∂f

∂v
=

x2 − y2
√
x2 − 1

√
1− y2

∂f

∂v
⇒ 1 =

1

v

∂f

∂v

S̊a PDE:n förenklas till
∂f

∂v
= v som har allmän lösning f(u, v) = 1

2v
2+h(u) där h(u)

är en godtycklig C1 funktion. Byter vi tillbaka till (x, y) f̊ar vi:
Svar: f(x, y) = 1

2(x
2 − 1)(1− y2) + h(xy).

2. (a) Beräkna den generaliserade integralen∫ ∞

1

∫ ∞

y2

y3

(x2 + y4)2
dxdy.

Glöm inte att motivera dina beräkningar! (3p)
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(b) Beräkna

∫∫
E
(x4 + y)1/4dxdy där E = {(x, y) ∈ R2 |x4 + y ≤ 1, y ≥ 0, x ≥ 0}. (3p)

Lösning:

(a) Integranden är positiv, s̊a vi behöver inte dela upp integralen och vi kan räkna som
vanligt. Omr̊adet ges av 1 < x < ∞, 1 < y <

√
x. Fubini och variabelbytet t = x2+y4

ger dt = 4y3dy och∫ ∞

1

∫ ∞

y2

y3

(x2 + y4)2
dxdy =

∫ ∞

1

∫ √
x

1

y3

(x2 + y4)2
dydx =

1

4

∫ ∞

1

∫ 2x2

x2+1

1

t2
dtdx

=
−1

4

∫ ∞

1

( 1

2x2
− 1

x2 + 1

)
dx =

[ 1

8x
+

1

4
arctanx

]∞
x=1

=
π

16
− 1

8

(b) Vi använder metoden med niv̊akurvor. För varje u ∈ [0, 1] l̊at

Eu = {(x, y) ∈ R2 |x4 + y ≤ u, y ≥ 0, x ≥ 0},

som beskriver omr̊adet i första kvadranten som begränsas av kurvan y = u − x4.
Arean av Eu är

A(u) =

∫ u1/4

0
u− x4dx =

[
ux− u5

5

]u1/4

0
=

4

5
u5/4.

Integralen blir∫∫
E
(x4 + y)1/4dxdy =

∫ 1

0
u1/4A′(u)du =

∫ 1

0
u1/2du =

2

3

[
u3/2

]1
0
=

2

3
.

3. L̊at f(x, y) =

1 d̊a (x, y) = (0, 0)

ln(1 + x2 + y2)

x2 + y2
d̊a (x, y) ̸= (0, 0)

och g(x, y) = exp(x− y2)

(a) Avgör ifall funktionen f(x, y) är differentierbar i punkten (0, 0). (3p)

(b) Bestäm Taylorpolynomet P (h, k) av grad 2 för g(x, y) i punkten (x, y) = (1, 1). (2p)

Lösning:

(a) Vi undersöker först de partiella derivatorna

f ′
x(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

ln(1+h2)
h2 − 1

h

= lim
h→0

h2 − 1
2h

4 +O(h6)− h2

h3
= lim

h→0
(−1

2
h+O(h3)) = 0,

f ′
y(0, 0) = lim

k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
=
pss

0.

För differentierbarhet krävs att

ρ(h, k) =
f(h, k)− f(0, 0)− hf ′

x(0, 0)− kf ′
y(0, 0)√

h2 + k2

g̊ar mot 0 d̊a (h, k) → (0, 0). Med h = r cos θ och k = r sin θ f̊ar vi

ρ(h, k) =

ln(1+r2)
r2

− 1

r
=

r2 − 1
2r

4 +O(r6)− r2

r3
= −1

2
r +O(r3) → 0 d̊a r → 0.

Allts̊a är f differentierbar i punkten (0, 0).
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(b) Gradienten blir∇g(x, y) = ex−y2
[

1
−2y

]
⇒ ∇g(1, 1) =

[
1
−2

]
. Hessianen blirH(x, y) =

ex−y2
[

1 −2y
−2y −2 + 4y2

]
⇒ H(1, 1) =

[
1 −2
−2 2

]
. Taylorpolynomet blir

P (h, k) = g(1, 1) +∇g(1, 1) ·
[
h
k

]
+

1

2

[
h k

]
H(1, 1)

[
h
k

]
= 1 + h− 2k +

1

2
(h2 − 4hk + 2k2).

4. Den parametriserade kurvan

r(t) =

[
t(1− t)

−t3 + 3t2 − 1

]
, 0 ≤ t ≤ 1

g̊ar i en b̊age fr̊an (0,−1) till (0, 1). Använd Greens sats för att beräkna arean av omr̊adet
mellan denna kurva och y-axeln. (4p)

Lösning: L̊at γ1 beteckna kurvan som parametriseras av

r(t) =

[
t(1− t)

−t3 + 3t2 − 1

]
, 0 ≤ t ≤ 1

och l̊at γ2 vara linjestycket fr̊an (0,−1) till (0, 1) med t = y som parametrer. Observera
att t(1 − t) ≥ 0, s̊a γ1 ligger till höger om y-axeln. Vi vill beräkna arean av omr̊adet D

som har orienterad rand ∂D = γ1 − γ2. L̊at F =

[
0
x

]
. D̊a är arean av D

µ(D) =

∫∫
D
1dxdy =

∫∫
D

(∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy =

∫
∂D

F · dr =

∫
γ1

F · dr−
∫
γ2

F · dr.∫
γ2
F · dr = 0 p̊a grund av att F = 0 där. Arean kan därför beräknas till

µ(D) =

∫
γ1

F · dr =

∫ 1

0
F(r(t)) · r′(t)dt =

∫ 1

0

[
0

t− t2

] [
1− 2t

−3t2 + 6t

]
dt

=

∫ 1

0
6t2 − 9t3 + 3t4dt =

7

20
.

5. L̊at f(x, y) = 2
3y

3 − y2 − 3
2x

2 och g(x, y) = y − x2.

(a) Bestäm alla stationära punkter till f(x, y). (1p)

(b) Klassificera om möjligt de stationära punkterna med hjälp av andraderivatorna i
punkterna. (2p)

(c) Minimera om möjligt f(x, y) p̊a omr̊adet som ges av g(x, y) ≥ 0. Motivera existens
eller icke-existens av minpunkt. (4p)

Lösning:

(a) De stationära punkterna f̊as av 0 = ∇f(x, y) =

[
−3x

−2y + 2y2

]
⇔

{
0 = x

0 = y(y − 1)
.

Därför är de stationära punkterna (0, 0) och (0, 1).

(b) Hessianen blir H(x, y) =

[
−3 0
0 −2 + 4y

]
. I punkten (0, 0) f̊ar vi det(H(0, 0)) =∣∣∣∣−3 0

0 −2

∣∣∣∣ = 6 > 0 och första komponenten (−3) är negativ vilket innebär att Hes-

sianen är negativt definit och f(0, 0) = 0 är en lokal maxpunkt. I punkten (0, 1) f̊ar

vi det(H(0, 1)) =

∣∣∣∣−3 0
0 2

∣∣∣∣ = −6 < 0 gör att vilket innebär att Hessianen är indefinit

och f(0, 1) = −1
3 är en sadelpunkt.
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(c) Omr̊adet g(x, y) ≥ 0 ⇔ y ≥ x2 är omr̊adet ovanför parabeln y = x2. Omr̊adet är
obegränsat, men f(x, y) = 2

3y
3 − y2 − 3

2x
2 ≥ 2

3y
3 − y2 − 3

2y → ∞ d̊a y → ∞, s̊a
det existerar en konstant K s̊a att f(x, y) > f(0, 0) = 0 för alla y ≥ K. Därför kan
minpunkt bara finnas p̊a det kompakta omr̊adet D = {(x, y)|g(x, y) ≥ 0, y ≥ K}.
Målfunktionen f är kontinuerlig och D är kompakt s̊a minpunkt existerar. Vi har
inga inre stationära punkter p̊a grund av att (0, 0) ligger p̊a randen och (0, 1) är
en sadelpunkt. Minpunkt kan inte finnas p̊a y = K, s̊a det återst̊ar att minimera
f p̊a g(x, y) = 0. Lagranges metod ger min endast kan uppträda d̊a ∇f och ∇g är

parallella samtidigt som g = 0. De är parallella om 0 =
d(f, g)

d(x, y)
=

∣∣∣∣−3x −2y + 2y2

−2x 1

∣∣∣∣ =
−3x − 4xy + 4xy2 = 4x(y − 3

2)(y + 1
2), men y = x2 ≥ 0, s̊a y = −1/2 ger ingen

lösning. Vi f̊ar kandidaterna (0, 0),
(
±
√

3
2 ,

3
2

)
som har funktionsvärden f(0, 0) = 0,

f
(
±
√

3
2 ,

3
2

)
= −9

4 .

Svar: f antar minsta värde i
(
±
√

3
2 ,

3
2

)
.

6. L̊at Y = {(x, y, z) ∈ R3 | z = 2−
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 1} och l̊at F =

 x2

y2

−3z2

.
(a) Beräkna flödet av F upp genom Y med Gauss sats. (4p)

(b) Beräkna flödet av F upp genom Y med direkt parametrisering av ytan. (3p)

Lösning:

(a) Ytan är en del av en kon. Lägg till en bottenyta Yb och toppyta Yt

Yb = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 4, z = 0}
Yt = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + z2 ≤ 1, z = 1}

Tillsammans med Y begränsar de en kropp

K = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ z ≤ 1,
√

x2 + y2 ≤ 2− z}

med ∂K = Y ∪ Yb ∪ Yt. Byter vi till cylindriska koordinater x = ρ cosφ, y = ρ sinφ,
z = z f̊ar vi dV = dxdydz = ρdρdφdz och K ges av olikheterna 0 ≤ φ ≤ 2π,
0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ 2− z. Gauss sats och ∇ · F = 2x+ 2y − 6z ger∫∫

∂K
F · N̂dS =

∫∫∫
K
∇ · F dV =

∫ 1

0

∫ 2−z

0

∫ 2π

0
(2ρ cosφ+ 2ρ sinφ− 6z)ρdφdρdz

= − 12π

∫ 1

0

∫ 2−z

0
zρdρdz = −6π

∫ 1

0
(2− z)2zdz =

−11

2
π

Ytan Yb har ut̊atriktad normal N̂ = −ẑ och ytan Yt har ut̊atriktad normal N̂ = ẑ.
Normalen till Y skulle vara riktad upp̊at, vilket ocks̊a ger ut̊atriktad normal. Obser-
vera att z = 0 p̊a Yb och z = 1 p̊a Yt.

−11

2
π =

∫∫
∂K

F · N̂dS =

∫∫
Y
F · N̂dS +

∫∫
Yb

F · N̂dS +

∫∫
Yt

F · N̂dS

=

∫∫
Y
F · N̂dS + 0− 3

∫
Yt

dS.

Yt är en halv cirkelskiva med radie 1 och area π, s̊a flödet upp genom Y blir∫∫
Y
F · N̂dS =

−11π

2
+ 3π =

−5π

2
.
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(b) Ytan kan parametriseras med r(ρ, φ) =

ρ cosφρ sinφ
2− ρ

 d̊a 1 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π.

N̂dS = ±∂r

∂ρ
× ∂r

∂φ
= ±

cosφsinφ
−1

×

−ρ sinφ
ρ cosφ

0

 = ±ρ

cosφsinφ
1

 .

D̊a vi skulle mäta flödet upp genom ytan väljer vi + tecknet s̊a z komponenten blir
positiv. Flödet blir

∫∫
Y
F · N̂dS =

∫ 2π

0

∫ 2

1
ρ

 ρ2 cos2 φ
ρ2 sin2 φ

−3(ρ− 2)2

 ·

cosφsinφ
1

 dρdφ

=

∫ 2

1

∫ 2π

0
(ρ3 cos3 φ+ ρ3 sin3 φ− 3(ρ− 2)2ρ)dφdρ

= − 6π

∫ 2

1
(ρ− 2)2ρdρ =

−5π

2
.

7. Bestäm masscentrum för en kropp med densitet ρ = z3 som ockuperar omr̊adet (4p)

K = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≥ 0, x2 + 2y2 + 4z2 ≤ 4}

Lösning: Koordinatbytet
x = 2r sin θ cosϕ

y =
√
2r sin θ sinϕ

z = r cos θ

⇒ d(x, y, z)

d(r, θ, ϕ)
= 2

√
2r2 sin θdrdθdϕ

p̊a grund av att det är en omskalning av sfäriska koordinater. I dessa koordinater ges
omr̊adet av 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Massan ges av

M =

∫∫∫
K
ρdxdydz =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 1

0
r3 cos3 θ 2

√
2r2 sin θdrdθdϕ

= 4
√
2π

∫ π/2

0

1
6 cos

3 θ sin θdθ =
u=cos θ

−2
3

√
2π

∫ 0

1
u3du =

π

3
√
2

Masscentrum ligger i (mx,my,mz) där

mx =
1

M

∫∫∫
K
xρdxdydz, my =

1

M

∫∫∫
K
yρdxdydz, mz =

1

M

∫∫∫
K
zρdxdydz.

Omr̊adet och densiteten är symmetriska under speglingarna x → −x och y → −y, s̊a
mx = 0 och my = 0. Med ovanst̊aende koordinatbyte f̊ar vi

mz =
3
√
2

π

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 1

0
r4 cos4 θ 2

√
2r2 sin θdrdθdϕ

= 24
7

∫ π/2

0
cos4 θ sin θdθ =

u=cos θ
−24

7

∫ 0

1
u4du =

24

35

Svar: Masscentrum ligger i punkten (0, 0, 24/35).

8. (a) Antag att f och g är skalärvärda funktioner av tv̊a variabler av klass C1 och att
(a, b) är en inre punkt i Df och Dg som löser problemet att minimera f(x, y) under
bivillkoret g(x, y) = 0. Visa att ∇f och ∇g är parallella. (5p)
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(b) Antag att f : R2 → R är C2 i en omgivning av en punkt a ∈ R2.
Bevisa att f ′′

xy(a) = f ′′
yx(a). (5p)

(c) Definiera vad som menas med att Φ : [a, b]× [c, d] → R är en trappfunktion. (2p)

Lösning:

(a) Se beviset av sats 4.3.1 i boken.

(b) Se beviset av Clairauts sats p̊a kurshemsidan eller sida 87 i boken.

(c) Se avsnitt 6.1 i boken.

Lycka till!
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Formelblad MVE035 och MVE600

Trigonometri

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y), sin(x) sin(y) =
1

2

(
cos(x− y)− cos(x+ y)

)
,

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), sin(x) cos(y) =
1

2

(
sin(x− y) + sin(x+ y)

)
,

tan(x+ y) =
tan(x) + tan(y)

1− tan(x) tan(y)
, cos(x) cos(y) =

1

2

(
cos(x− y) + cos(x+ y)

)
.

Primitiva funktioner

∫
xadx =

xa+1

a+ 1
+ C, a ̸= −1,

∫
1

x
dx = ln |x|+ C,∫

sinxdx = − cosx+ C,

∫
cosxdx = sinx+ C,∫

1

cos2 x
dx = tanx+ C,

∫
1

sin2 x
dx = − cotx+ C,∫

exdx = ex + C,

∫
axdx =

ax

ln a
+ C, 0 < a ̸= 1,∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C,

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C, a ̸= 0,∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C,

∫
1√

x2 + a
dx = ln |x+

√
x2 + a|+ C, a ̸= 0,∫ √

x2 + adx =
1

2

(
x
√
x2 + a+ a ln |x+

√
x2 + a|

)
+ C,∫

1

(x2 + 1)n
= In, In+1 =

x

2n(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
In.

Maclaurinutvecklingar

ex =
n∑

k=0

xk

k!
+O(xn+1),

sinx =
n∑

k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+O(x2n+1),

cosx =
n∑

k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+O(x2n+2),

(1 + x)α =
n∑

k=0

(
α

k

)
xk +O(xn+1), |x| < 1,

ln(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k+1x
k

k
+O(xn+1), −1 < x ≤ 1,

arctanx =

n∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

2k − 1
+O(x2n+1), |x| ≤ 1,(

α

k

)
=

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k + 1)

k(k − 1)(k − 2) · · · 1
,

(
α

0

)
= 1.


