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MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poéing &r 50, och betygsgrinserna #r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2024 raknas med. For godkdnt pa tentan kridvs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina lésningar, ldamna ej in kladdpapper! Poidngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga 16sningar. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.

1. Studera variabelbytet (z,y) <> (u,v)

u =y,
v=1Vz?—-1y1—y2

(a) Antag att @ > 1 och —1 < b < 1. Visa att det finns en omgivning av (z,y) = (a,b)
dar variabelbytet dr inverterbart.

(b) Anvind variabelbytet for att bestimma den allménna 16sningen f(x,y) till PDE:n

of  Of o
or y(‘?y v

Loésning:

Yy x 22 — o2
(a) Funtionaldeterminanten &r |z./1—y2 WaZ 1| = — < 0 for alla
V-1 Vig? Vrz — 11—y
x > 1 och —1 < y < 1. Inversa funktionssatsen ger dérfér att variabelbytet &r
inverterbart i en omgivning av punkten (z,y) = (a, b).

(b) Kedjeregeln ger

o oot ol _ o s —or
or Oz du 8:1:611_ N ov’

of oudf 8v3f_ af yva? —10f

Ay 3y8u+8y8v “ou V1—y 2 Ov
Sétter vi in det i PDE:n far vi

9 9 (332\/1 2+ TRV )af x2 — g2 of o o1 10f
Va2 —1 \/7

oV 12 —1./1— 81} v Ov
of .
Sa PDE:n forenklas till 5y = U som har allmén 16sning f(u,v) = 302+ h(u) dér h(u)

ar en godtycklig Cl funktion. Byter vi tillbaka till (z,y) far vi:
Svar: f(z,y) = 3(z* —1)(1 —y) + h(zy).

2. (a) Beriikna den generaliserade integralen

(o) [e') y3
—  _dxdy.
/1 / (@2 + 02"

Glom inte att motivera dina berdkningar!
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(b) Berékna // (z* + )Y dady dir E = {(z,y) e R2|2* +y <1,y > 0,2 > 0}.
E

Loésning:

(a) Integranden #r positiv, sa vi behover inte dela upp integralen och vi kan rikna som
vanligt. Omradet ges av 1 < 2 < 00, 1 < y < y/z. Fubini och variabelbytet t = 2% +y*

ger dt = 4y3dy och

00 oo y3 oo vz y3 1 [ 222 1
5 dxrdy = ———=dydr = — —dtd
L b= ) i = ) o we
1 1 1 1

——~)d :[—f = arct
4 ), (2x2 x2+]) T |gg Tyrctany

1 }00_7?
a=1 16

(b) Vi anvéinder metoden med nivakurvor. For varje u € [0, 1] lat

E,={(z,y) e R*|z* +y <u,y >0,z >0},

som beskriver omradet i forsta kvadranten som begriansas av kurvan y = u — z*.

Arean av F, ar

ul/4 5

U
u—xtdr = [uazf—
0 5

A(u)

Integralen blir

ul/

I

4

4
4

_ 4,
5

1 1 n
// (z* + y)/dody = / u* A (u)du = / u?du = g[us/z} = 2
E 0 0 3 o 3

1 da (z,y)
In(1 4+ 22 + y?)
2 + 92

och g(z,y) = exp(z — y?)

(a) Avgor ifall funktionen f(x,y) dr differentierbar i punkten (0, 0).

(b) Bestdam Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 for g(z,y) i punkten (z,y) = (1,1).

Losning:

(a) Vi undersoker forst de partiella derivatorna

In(1+h?)
/ T f(h70)_f(070)_ : h2
f2(0,0) = Jimy h = m
:hmhl—§#+om%—h2 '
h—0 h3 h—0
14(0,0) = IEL% k pss

For differentierbarhet kravs att

f(h, k) = f(0,0) = hf;(0,0) — kf;(0,0)

p(h, k) =

N
gar mot 0 da (h, k) — (0,0). Med h = rcos @ och k = rsinf far vi
In(4r2) g 21,4 + O(r%) — r?
plhok) = ———— = ——

Alltsa &r f differentierbar i punkten (0, 0).

2

1
=—-r+0(r*) = 0dar— 0.
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(b) Gradienten blir Vg(z,y) = e* ¥’ [—12(7;} = Vg(1,1) = [_12] . Hessianen blir H(z,y) =

1 -2 J )
z—y? Yy _ )
€ [—Qy —24 4y2] = H(1,1) [_2 5 } Taylorpolynomet blir

P(h,k) = g(1,1) + Vg(1,1) - [Z} + % [ K] H(L1) [llj

1
:1+h—2k+§(h2—4hk+2k2).

4. Den parametriserade kurvan

t(1—t
r“>=[_ﬁﬂ3gl¢}’ 0<t<1

gar i en bage fran (0, —1) till (0,1). Anvénd Greens sats for att beridkna arean av omradet
mellan denna kurva och y-axeln.

Losning: Lat v beteckna kurvan som parametriseras av

t(l—t

och lat 2 vara linjestycket fran (0,—1) till (0,1) med ¢ = y som parametrer. Observera
att t(1 —t) > 0, sa 1 ligger till hoger om y-axeln. Vi vill berdkna arean av omradet D

som har orienterad rand 0D = v, — . Lat F = [g] . D& &r arean av D

F, OF
// 1da:dy—// 82—81ddy—/ F-dr:/F-dr—/F-dr.
oD jol! Y2

f,y2 F - dr =0 pa grund av att F = 0 dér. Arean kan dérfor beréiknas till

(D) = LlF-dr:/)lF(r(t))~r’(t)dt:/01 [t_ot2] [_;ﬂ;it&} dt

1
= 6t — 9t3 + 3ttdt = —.
/ +atldr = o

. Lat f(z,y) = 3y T %xQ och g(z,y) =y — 2°.
(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(z,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationdira punkterna med hjilp av andraderivatorna i
punkterna.

(c) Minimera om mdéjligt f(x,y) pa omradet som ges av g(x,y) > 0. Motivera existens
eller icke-existens av minpunkt.

Loésning:

—3z 0=z
a) De stationira punkterna fas av 0 = Vf(x,y) = &
Dérfor &r de stationdra punkterna (0,0) och (0,1).
-3 0

(b) Hessianen blir H(z,y) = [0 —9 4 4y

} I punkten (0,0) far vi det(H(0,0)) =

-3 0
0 -2
sianen #r negativt definit och f(0,0) = 0 &r en lokal maxpunkt. I punkten (0,1) far
vi det(H(0,1)) = _03 g _

och f(0,1) = —g ar en sadelpunkt.

= 6 > 0 och forsta komponenten (—3) &r negativ vilket innebér att Hes-

—6 < 0 gor att vilket innebér att Hessianen ar indefinit
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(c) Omradet g(z,y) > 0 < y > 22 #r omradet ovanfor parabeln y = 22. Omradet r
obegrénsat, men f(z,y) = %y3 T~ %xQ > %y?’ o T— %y — 0o da y — oo, sa
det existerar en konstant K sa att f(x,y) > f(0,0) = 0 for alla y > K. Déarfor kan
minpunkt bara finnas pa det kompakta omradet D = {(z,y)|g(x,y) > 0,y > K}.
Malfunktionen f &r kontinuerlig och D &r kompakt s minpunkt existerar. Vi har
inga inre stationdra punkter pa grund av att (0,0) ligger pa randen och (0,1) &r
en sadelpunkt. Minpunkt kan inte finnas pa y = K, sa det aterstar att minimera
f pa g(x,y) = 0. Lagranges metod ger min endast kan upptrida da Vf och Vg &r
parallella samtidigt som g = 0. De &r parallella om 0 = d(f.9) = -3z —2y+2y° =

d(z,y) |2z 1

—3z — day + 4xy? = dx(y — %)(y + %), men y = 2 > 0, sd y = —1/2 ger ingen
16sning. Vi far kandidaterna (0, 0), (:t 3 3) som har funktionsvirden f(0,0) = 0,

272
( ’ > )

. . . . 3 3
Svar: f antar minsta véirde i (:I:\/;, 5).

2

x
6. Lat Y = {(2,9,2) ER3 | 2=2— /22 +9y2,0<2<1} och &t F = | o2
—322

(a) Berdkna flodet av F upp genom Y med Gauss sats.
(b) Beriikna flodet av F upp genom Y med direkt parametrisering av ytan.

Loésning:
(a) Ytan dr en del av en kon. Ligg till en bottenyta Y; och toppyta Y;

Yb:{(x,yﬁ«')GRd]m2+y2§4,z:0}
Vi ={(z,y,2) e R® |22 + 22 < 1,2 =1}

Tillsammans med Y begrénsar de en kropp
K={(z,y,2) eR3|0<2<1,V/a2+9y2 <22}
med 0K =Y UY, UY;. Byter vi till cylindriska koordinater x = pcos ¢, y = psin ¢,

z = z far vi dV = dxdydz = pdpdpdz och K ges av olikheterna 0 < ¢ < 27,
0<2<1,0<p<2—2 Gausssatsoch V-F =2z + 2y — 6z ger

12—z g2
// F-NdS = /// V'FdV:/ / / (2pcosp + 2psiny — 62)pdpdpdz
oK K 0 Jo 0

12—z 1 11
= — 1271'/ / zpdpdz = —671'/ (2 —2)%2dz = —7
0 Jo 0 2

Ytan Y} har utatriktad normal N = —2 och ytan Y; har utatriktad normal N = 3.
Normalen till Y skulle vara riktad uppat, vilket ocksa ger utatriktad normal. Obser-
vera att z =0 pa Y, och z =1 pa Y;.

—11 ~ A “ .
”iUF“W:UEW%fUFWMfUFW“
2 0K Y Y, Y:
:LK/F-N¢9+0—3/(w.
Y Y:

Y; ar en halv cirkelskiva med radie 1 och area m, sa flodet upp genom Y blir

A —117 —57
F-NdS = = —
//Y S 5 + 37 5
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7. Bestdm masscentrum for en kropp med densitet p = z

8.

P COS P
(b) Ytan kan parametriseras med r(p,¢) = |psing| da1<p<2,0< ¢ <27.

2—p
or  or cos (p —psinp €08 ¢
NdS =+— x — =+ singp| X | pcose | =xp [sinep
Op ¢ ~1 0 1

Da vi skulle méta flédet upp genom ytan véljer vi + tecknet sd z komponenten blir
positiv. Flodet blir

o p?cos? ¢ cos
// F-NdS = / / psin?p | - |sing | dpdyp
—3(p—2)? 1

2 2T
= /1 /O (p° cos® o + p* sin®  — 3(p — 2)?p)dpdp

2
-5
= —67T/ (p—2)%pdp = —~.
) 2

3 som ockuperar omradet

K ={(z,y,2) € R®: 2> 0,2 + 2% + 42° < 4}
Lo6sning: Koordinatbytet

x = 2rsinf cos ¢

. . d(z,y, z) 9 .
= = 92
y = \/2rsinfsin ¢ 20.0.9) V2r? sin Odrdfde

z =rcosb

pa grund av att det dr en omskalning av sfiriska koordinater. I dessa koordinater ges
omradet av 0 <r <1,0<60 <7/2,0<¢ <27. Massan ges av

2w /2
M = /// pda:dydz—/ / / 73 cos® 0 2v/2r2 sin Odrdfde

_ 2 B3,
—4\[7r/ 6(:os Hsm@dﬁuase \[ﬂ'/ du = 53

Masscentrum ligger i (mg, my, m.) dér

1 1 1
My = ///K rpdrdydz, my = i ///K ypdrdydz, m, = i ///K zpdrdydz.

Omradet och densiteten #r symmetriska under speglingarna * — —z och y — —y, sa
m, = 0 och my = 0. Med ovanstaende koordinatbyte far vi

9 (27 w/2 rl
= 32 / / / r* cos* 0 2v/2r2 sin Odrdfde
™ Jo 0 0

w/2 0 24

= % cos?Osinfdy = —% utdu = =
0 u=cos 1 35

Svar: Masscentrum ligger i punkten (0, 0,24/35).

(a) Antag att f och g #r skalirvirda funktioner av tva variabler av klass C' och att
(a,b) dr en inre punkt i Dy och Dy som l6ser problemet att minimera f(z,y) under
bivillkoret g(x,y) = 0. Visa att V f och Vg &r parallella.
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(b) Antag att f: R? — R &r C? i en omgivning av en punkt a € R?.
Bevisa att f}, (a) = f,.(a).
(c) Definiera vad som menas med att ® : [a,b] X [¢,d] — R &r en trappfunktion.

Lo6sning:

(a) Se beviset av sats 4.3.1 i boken.
(b) Se beviset av Clairauts sats pa kurshemsidan eller sida 87 i boken.

(c) Se avsnitt 6.1 i boken.

Lycka till!

VAND!



Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



