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Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poédng &r 50, och betygsgrinserna &r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2024 réknas med. For godként pa tentan kriavs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga 16sningar. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.

1. (a) Beriikna integralen

1,1
/ / v/ y? — 22dydzx.
0 Jz

(b) Lat Q = {(z,y) € R? : 42% + y? < 4,y > 0}. Beriikna integralen

//9(233 + y)%dzdy

Losning:

(a) Fubini ger att vi kan kasta om integrationsordningen pa omradet 0 < x <y < 1.

1 rl 1 ry
I= / / /Y2 — 22dydx = / / /Y% — x2dxdy
0 Jax 0o Jo

Variabelbytet © = y?> — 22 ger du = —2xdr ochz =0 u=9y% =y < u=0. S&

2 1/t 1
//\fd“dy /[3 ]u:Ody 5, YW= 1

(b) Infér koordinater (r,¢) sa att © = rcosp, y = 2rsing. y > 0 < 0 < ¢ < 7 och
4> 422+ 9% =4r?cos? p+4r?sin o =4r? < 0<r < 1,38 Q ges av 0 < p < 7 och
0<r<1.

__|cosp —rsing
- [2sing  2rcosg

= 2rcos? p + 2rsin? ¢ = 2r

S& dxdy = 2rdrdp och integranden blir (2z + y)? = 422 + 4oy + ¢y = 4% +
812 cos ¢ sin . Integralen blir

// 2z + ) dxdy = / / (4r% 4 812 cos @ sin @) 2rdpdr

/0 8ridr [go + sin goH [27“ }0 = 2.

2. Lat f(z,y) = x2y? och lat g(z,y,2) = z +y® — zyz + 222
2 2 #(0,0) Y
ety
(a) Avgor ifall funktionen f(z,y) dr differentierbar i punkten (0,0).
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(b) Motivera varfor ekvationen g(x,y, z) = 3 definierar en implicit funktion y = h(z, z) i
en omgivning av (2,1,1) och bestdm h/, och h’, i punkten. (2p)

Lo6sning:

(a) Vi undersoker forst de partiella derivatorna

f(h’ 0) — f(0,0)

£1(0,0) = lim . -0,
/ . foak _f070
70,0 = im OB 100 _

For differentierbarhet kravs att

h,k) =
p(h, k) T
gar mot 0 da (h, k) — (0,0). Med h = rcos6 och k = rsinf far vi
h2k?
p(h, k) = = rcos®*fsin®0 — 0 dar — 0.

(h2 + k2)3/2
Alltsa &r f differentierbar i punkten (0, 0).

(b) 9(2,1,1) = 3, och g = —5 + 3y? —xz = g,(2,1,1) = —1 # 0, sa implicita
funktionssatsen ger att det existerar en omgivning U av (2,1,1) och och en funk-
tion h(x,z) sa att y = h(z,z) uppfyller g(z,y,z) = 2 pa U. Satsen ger ocksa

—qg'(2,1,1 —qg'(2,1,1
B(2,1) = 92(2,1,1) 9:(2,1,1)

=0och h.(2,1) = —222 2 ) — 9
9,(2,1,1) och (2, 1) 9,(2,1,1)

3. Studera variabelbytet (z,y) <> (u,v) med u = 2% — /g och v = 2z +y.

(a) Avgor ifall variabelbytet #r giltigt i punkten (z,y) = (-1, 1). (1p)
(b) Anvénd variabelbytet for att bestdmma den allménna losningen f(z,y) for = > 0,
y > 0 till PDE:mn (3p)
1+2z/y
/ 4 !/ —
Lo6sning:

1
r —g 1
(a) Funtionaldeterminanten &r 5 21\/'73 = 22+ —. I punkten (—1, ) &r determinan-

ten 0, sa variabelbytet #r inte giltigt dir. (Om en lokal invers skulle existera skulle

—1
inte alla dess partiella derivator existera pga ggig; = (ggzzg) )

(b) Kedjeregeln ger
of _oudf owof ., 0f  ,0f
dr Odxodu Ox dv ou ov’
of _ouos ol __ 1 a5 _of
Oy Oyodu Oyov 2,/you  Ov
Sétter vi in det 1 PDE:n far vi
1+2x\/§:2x8f of 1 of of

Crty)? ~ au a0 TV Haw T )

=2(1+ 21‘\/@)%
of

Sa PDE:n forenklas till 5 = 3v72 som har allmén 16sning f(u,v) = —3v~! + h(u)

v
diir h(u) dr en godtycklig C! funktion. Byter vi tillbaka till (x,y) far vi:

) + h(z? = \/fy).

Svar: f(w,y) = —m
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4. Lat f(z,y) = =3+ 322 — 32° —y + 2y + 507, g(z,y) = 1+ 22 — 2y +¢°.

(a)
(b)

()

Bestam alla stationdra punkter till f(x,y).

Klassificera om mdgjligt de stationdra punkterna med hjilp av andraderivatorna i
punkterna.

Bestédm storsta och minsta virde av f(z,y) pa omradet som ges av g(z,y) < 6.

Lo6sning:

(a)

()

5. Lat « vara kurvan i planet som ges av r(6) = {

(a)
(b)

()

—z? 0=2—2%+
De stationédra punkterna fas av 0 = V f(z,y) = ﬁf +:By jly] & { Y

=(z—1 1
& { (z=Di+1) . Sa vi far de stationdra punkterna (—1,2) och (1,0).
Y

1-2z 1

Hessianen blir H(x,y) = [ ) .

]. I punkten (—1,2) far vi det(H(—1,2)) =

3 1
11
ar positivt definit. Darfor dr f(—1,2) = —iL #r en lokal minpunkt. I punkten (1,0)

3
far vi det(H (1,0)) = _11 1

= 2 > 0 och forsta komponenten (3) av H(—1,2) &r positiv gor att Hessianen

= —2 < 0 sa Hessianen dr indefinit och f(1,0) = —% ar

en sadelpunkt.

Vi ser att g(—1,2) = 2 < 6 och ¢g(1,0) = 2 < 6, sa de stationdra punkterna ligger
i det inre av omradet. Lagranges metod ger att extrempunkter pa randen endast
kan upptrida da V f ochZVg dr parallella samtidigt som g = 6. De &r parallella
ZEQ% =" ;Ux—l-y i;f;;/y = 2y(y — 1 — 2?%). Alltsd y = 0 eller
y = 1+ 22 Sitter viin y = 01 g(x,y) = 6 far vi 22 = 5, dvs punkterna (++/5,0).
Sitter viiny = 1+ 22 far vi 0 = 2t + 22 — 6 = (22 + 3)(2? — 2), men 22 +3 > 0, si vi
far z* = 2, dvs punkterna (£v/2,3). Vi har kandidaterna f(—1,2) = —3, f(1,0) =
~5F(V2,8) = TV2, f(-v2,3) = —5V2, f(v/5,0) = =35, f(—V5,0) = §V/5. Vi
har att (7v/2)? = 98, 112 = 121 och (5v/5)? = 125, s& 7v/2 < 11 < 5v/5. Vi far darfor
storsta virde f(—v/5,0) = 2v/5 och minsta virde f(v/5,0) = —2V/5.

om 0 =

cos? 0

(14 sinb) cos@} for —m/2 <9 <m/2.

Vad innebér det geometriskt att en kurva ar enkel.

Kurvan v &r sluten, enkel och begrénsar ett omrade i planet. Anvind Greens formel
for ett val valt vektorfilt for att berdkna arean av omradet som begrénsas av 7.

Berékna arbetet av F = V® lidngs v dir ®(x,y) = cosz + In(2 + siny).

Lo6sning:

(a)
(b)

En kurva #r enkel om den inte korsar eller tangerar sig sjilv. Start- och &ndpunkt
tillats dock vara samma punkt.

Lat D vara omradet som begrinsas av v, sa D = ~. Parametriseringen ger r'(0) =

—2cosfsinf
cos2 6 — sinf — sin? 6

0Q P /2 [y
D://dmd :/ = — ——dad :%de:/ [ ]-r’@d@
uD) W= [ o gy = ¢ Lo (0)
2

w/ w/2
= 2/ (1 + sin @) cos @ cos O sin Odf = 2/ (cos® O sin @ + cos® O sin® 0)dh
—7/2 —7/2

]. Later vi P = —y, @ = 0 ger Greens formel
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Den forsta termen ger inget bidrag pga symmetri. Fér den andra termen anvinder
vi omskrivningen cos? #sin? @ = 1(1 + cos(2¢)) (1 — cos(2¢)) = (1 — cos?(2p)) =
1sin?(2¢) = £(1 — cos(4y)). Sa

w/2

u(D) = 5 [0 = sina)] " =

e

(c) Féltet dr konservativt och kurvan dr sluten, sa arbetet blir 0.

x
6. Lat Y = {(z,y,2) e R3 | 2?2+ ¢y? +22=2,2> 0,y > 0} och lat F = Y .
z2—2

(a) Berdkna flodet av F upp genom Y med Gauss sats.

(b) Beriikna flodet av F upp genom Y med direkt parametrisering av ytan.
Lo6sning:
(a) Ytan dr en del av en sfir. Ligg till en bottenyta Y} och sidoyta Y
Yy = {(x,y,2) ER? | 2? +¢y* < 2,2 =0}
Y, = {(z,y,2) e R® | 22 + 2% < 2,y = 0}
Tillsammans med Y beginsar de en kropp
K={(z,y,2) eR3 | 2? + 1> + 2> <2,2>0,y > 0}

med 0K = Y U Y, UY;. Byter vi till sfariska koordinater x = rsinfcos¢, y =
rsin@sin ¢, z = rcosf far vi dV = drdydz = r? sin @drdfde¢ och K ges av olikheterna
OSTS\@,OSQﬁﬂ/ZOS(ﬁSW. Gauss sats och V- F = 3 ger

R V2 w/2
// F-NdS:///V-FdV:/ / / 3r? sin Odrdfde
oK K 0 0 0

=3 [— cos 0} " [73} \/_Qodz = 2V2%

r=0L 3 lr=

Ytan Y; har utatriktad normal N = —% och ytan Y har utatriktad normal N = —g.
Normalen till Y skulle vara riktad uppat, vilket ocksa ger utatriktad normal.

2f27r=// F'NdS://F‘NdSnL// F.Nd5+// F . NdS
oK Y Yy s
_//ENw+/ ﬁw+[/ws
Y Yy, s

Y, ér en halv cirkelskiva med radie v/2, s flddet upp genom Y blir

//YF-NdS: C\Bu(Yy) + 22 = V3 4+ 22 = V2

V2 sin 6 cos ¢
(b) Ytan kan parametriseras med r(f,¢) = |v/2sinfsing| da0 <0 <7/2,0< ¢ < 7.
V2 cos 6
X or  or cos 6 cos ¢ —sinfsin ¢ sin 6 cos ¢
NdS:i%x%:i2 cosfsing| x | sinfcos¢ | =+2sinf |sinfsin¢p
—sinf 0 cosf
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7.

8.

Da vi skulle méta flédet upp genom ytan véljer vi + tecknet sd z komponenten blir
positiv. Flodet blir

. /2 pm sin  cos ¢ sin # cos ¢
//F-NdS:/ / 2v/2sinf |sinfsing | - |sinfsing | dddo
Y 0 0 cosf —1 cos 6

T /2
= / / 2/2sin 0(1 — cos 0)dfde
0 JO

1 w/2
= 7r2\/§[— cos 6 + §COSQ 9}0 = V2.

2z

Lat f(x) = / cos(t — 2z)In(t)dt. Bestdm en rationell funktion ¢(z), sa att for > 0
1
giller

(@) + 4f () = q(2).

Losning: Integranden g(z,t) = cos(t—z)In(t) och grénserna &r kontinuerligt deriverbara,
sa vi far

g(z,2z) = In(2x), gh(x,t) = 2sin(t — 2z) In(t),
2z 2x
f(z) = / gh(z, t)dt + g(x, Qx)di(Qx) = / 2sin(t — 2z) In(t)dt 4 21n(2z).
1 €z 1
Om vi later h(z,t) = 2sin(t — 2z) In(¢), far vi pa samma sétt
h(z,2z) =0, h!(x,t) = — 4cos(t — 2x)In(t),

2z
() = /1 h;(x,t)dtm(x,%)%m)+2%(1n(2x))

2x
= — 4/1 cos(t — 2x) In(t)dt + % = —4f(z) + %

2
Svar: ¢(z) = —.
x

(a) Bevisa Taylors formel av ordning 2 for en skaldrvird funktion av tva variabler av
klass C® utgaende fran motsvarande envariabel-resultat.
Uttryck resttermen med derivator, ¢j O-notation.

(b) Lat By, = {x € R" : ||x|| < r}. Hérled en formel for volymen u(By 1) av det n-
dimensionella enhetsklotet for n > 3 uttryckt i pu(Bj—2,1). Du far anvédnda dig av
resultatet p(By,r) = r"u(Bp1) V n > 1 utan att bevisa det.

(c) Definiera begreppet virvelfritt vektorfalt i R3.

Losning:

(a) Vi vill Taylor-utveckla f(z,y) € C® kring (a,b). Fixera (h, k) och lat F(t) = f(a +
th,b + tk) € C3. Taylorutveckling av F' kring ¢ = 0 ger
t2 t3
F(t) = F(0) + F'(0)t + F”(O)E + F”(f)g,

for nagot & mellan 0 och ¢. Kedjeregeln ger

F'(t) = i(f(a—l—th,b%—tk)) = fola+th,b+tk)h + f,(a+th,b+tk)k

dt
0 0

5 VAND!
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F’ och (h% + k‘a%)f har samma relation som F' och f, s vi kan upprepa och fa

FO) = ((h— i
(t)=(( 8x+k8y) f)(a+th,b+tk)
Satter vi t = 1 i Taylorutvecklingen far vi

fla+h,b+k)=F(1) = F(0) + F'(0) + 1F"(O) + 1F’”(§)

2 6
«_ﬂ%w+hﬂmmy+wumm+;«%i+k§)%xmm
0 0.4
+(w5;+k&ﬂfﬂa+€hb+§@

= F(@8) + hf5(a,b) + kfy(a,b) + o (4 f2ala,B) + 20k fly(a,b) + K fy(a, b))

+.((hgi-+k51)3f>(a4—£th+§k%

for nagot 0 < € < 1.
(b) Lat pn = pu(Bpi). Lat x € By, 1. Separerar vi de tva hogsta komponenterna far vi
n n—2
x]]? = Zx? <lea? 22 <1- Zazf Fixearar vi x1,...,zp—2 blir detta en 2-
i=1 i=1
n—2 n—2
— » x7ochareaw(1—) zj). Projektionen
1 2 och 1 ?). Projekti
i=1 i=1

dimensionell cirkelskiva K med radie

av By, 1 pa x1,...,x,—2-planet blir B,,_2 1 sa Fubini ger
iy = / dey - -dz, = / (// drp_1dxy)dry - - - dey—o
n Bn_o K
n—2
= 7'('/ (1- Zx?)dxl dxp—o
Bn—2 i=1

!

Lat g(x1,...,xp—2) = Z:‘;z m%, dvs n — 2 dimensionell norm. I klotet B,_21 &r
0 <g<1lochO0<g<uger klotet B,_2, som har volym V(u) = u(Bp_24) =
n

u”_zu(Bn,g,l) = u"2p1,,_o. Metoden med nivaytor ger

1 1
iy, = 7T/0 (1 —u®)V'(u)du = 7T/O (1 —u?)(n — 2)u™ 3, _odu

w2 u"ql 2
0o pHn?

:F’un_Q(n_%[an n

Alltsa ,U,(anl) = %M(Bn—ll)'
(c) Ett vektorfilt F : R® — R3 ir virvelfritt om V x F = 0.

Lycka till!
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Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



