MATEMATISKA VETENSKAPER Hjilpmedel: bifogat formelblad, inga andra hjilpmedel

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2024-03-12 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poédng &r 50, och betygsgrinserna &r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2024 réknas med. For godként pa tentan kriavs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlédsliga 16sningar. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.

1. (a) Beriikna // 42y + y3dedy dir D = {(z,y) € R? |42 +y? < 4, 2z +y > 0}.
D

(b) Berikna // cos((z? + y)*/?)dady dir E = {(z,y) e R2 |22 +y < 1,y > 0,2 > 0}.
E

1
2. Lat f(z,y) = 2In(xz + 2y) och g(z,y,z) = §x3 + 2 xyz + 22
Yy

(a) Bestdm Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 for f(x,y) i punkten (z,y) = (1, 1/2).

(b) Motivera varfor ekvationen g(x,y, z) = 5 definierar en implicit funktion =z = h(y, z) i
en omgivning av (2,1,1).

3. Studera variabelbytet (x,y) <> (u,v), u = sin(x — y), v = sin(z + y).

(a) Anvénd generell teori for att visa att variabelbytet &r inverterbart i nagon omgivning
av (z,y) = (0,0) och explicit berdkning av inversen for att beskriva den storsta
omgivningen. Jimfor teorin och berdkningen.

(b) Anvind variabelbytet for att bestimma den allménna lésningen f(z,y) till PDE:n.

of of _

flay) =+ g2° +y+ay + 30°, g(@y) =z +2* +y+ay+ 32

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(z,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjidlp av andraderivatorna i
punkterna.

(c) Bestam storsta och minsta virde av f(z,y) pa nivakurvan g(z,y) = 4.
3 2
7Yy +y
(a) Visa att F &r konservativt och beskriv ekvipotentialkurvorna till F, dvs héjdkurvorna
for potentialen.

(b) Beriikna arbetet av F lings v = {(x,%) |z = t?sin(t),y = (t +m) cos(t), -7 <t < w}.

1 VAND!

(3p)

(3p)

(2p)

(1p)

(3p)

(2p)



1.2
§S —t
6. Lat Y C R3 vara en yta som parametriseras av r(s,t) = |s+ %tQ for —-1<s<t<l1.

—st

(a) Bestdm tangentplanet till ytan i punkten r(—1/2,1/2).

2z
b) Berédkna flodet av F = |2y | u enom Y.
( y| upp g
2z
Y
(c) Berékna arbetet av G = |2 — zx | ett varv lings randen 0Y med positiv orientering.
Y

7. En kropp ockuperar omradet
K={(z,y,2) e R¥|2? < 2,9° <2< 2}

och har densitet p(z,y, z) = x + 2. Beridkna kroppens massa.

8. (a) Antag att g: R — R™ och f : R” — R &r differentierbara ¢verallt. Hirled formeln for
derivatan av sammanséittningen f o g.

(b) Antag att D C R® = {(z,,2) € B3| (y,2) € E, a(y,2) < = < Ay, )}, E € R? ar
kompakt och a, 3: E — R, P: D — R och att «, 3, P &r av klass C'. Visa att

P
// 0 -NdS:// a—dedy.
oD | p Oz

Detta dr en del av beviset for Gauss sats, sa du far inte anvinda Gauss sats eller
nagon av dess foljdsatser i ditt bevis.

(c) Definiera vad som menas med att en mingd D € R? &r kvadrerbar.

Lycka till!

2 VAND!

(2p)

(3p)

(3p)

(3p)

(6p)



Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),
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1. (a) Beriikna // 42y + y3dedy dir D = {(z,y) € R? |42 +y? < 4, 2z +y > 0}.
D

(b) Berikna // cos((z? + y)*/?)dady dir E = {(z,y) e R2 |22 +y < 1,y > 0,2 > 0}.
E
Lo6sning:
(a) Variabelbytet = rcosf,y = 2rsinf ger

cosf@ —rsinf

— 2 in20) —
I 2r(cos” 0 + sin” §) = 2r.

Omradet avbildas pa E = {(r,0) | 472 cos? 0 + 472 sin® 6 < 4,2rsin 0 + 2rcos§ > 0} =
{(r,0)|0 <r < 1,sin6+cosh >0} ={(r,0)|0<r<1,—n/4<6<3r/4}.

Sm/4 1 16v/2
// 42y + yPdady = // 472 2r sin O 2r drdf = 16/ sin 0d0/ ridr = 7\[
b E —7/4 0 )

(b) Vi anvéinder metoden med nivakurvor. For varje u € [0, 1] lat

E,={(z,y) e R*|2” +y <u,y > 0,2 > 0},

som beskriver omradet i forsta kvadranten som begrinsas av kurvan y = u — 2.

Arean av F, ar

Vi 3.
Alu) = / u—ade = [ur— L)V = 2,
0 310 3

Integralen blir

//E cos((2? +y)*/?)dzdy = /01 cos(u®?) A (u)du = /01 cos(u?/?)/udu

2 (! 2. .t 2 .
e 3/0 cos(t)dt = 3 [sm(t)}o =3 sin(1).
1
2. Lat f(z,y) = 2In(z + 2y) och g(z,y,2) = 5:63 + I ryz + 22,
Y

(a) Bestdm Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 for f(x,y) i punkten (z,y) = (1, 1/2).

(b) Motivera varfor ekvationen g(x,y, z) = 5 definierar en implicit funktion z = h(y, z) i
en omgivning av (2,1, 1).

Losning:

1 VAND!

(3p)

(3p)

(2p)

(1p)



(a) Gradienten blir V f(z,y) =

-1
[Z] och Hessianen blir H (z,y) = ———— [2 4].

xr+2y (x+2y)? |4 8
1
I punkten far vi Vf(1,1/2) = [ﬂ och H(1,1/2) = [_% _;] . Taylorpolynomet blir

P@$%:ﬂLU%+VﬂLU%-&}+;M HHGJ&%@

=2In(2) + h + 2k + 3(—3h* — 2hk — 2k?).

(b) g(2,1,1) = 5 och g,(z,y,2) = 3% + % —yz = ¢,(2,1,1) = 6 # 0 sa implicita

funktionssatsen ger att g(z,y,z) = 5 definierar en implicit funktion x = h(y, z) i en
omgivning av punkten.

3. Studera variabelbytet (z,y) <> (u,v), u = sin(x — y), v = sin(z + y).

(a) Anvénd generell teori for att visa att variabelbytet &r inverterbart i nagon omgivning

(b)

av (z,y) = (0,0) och explicit beridkning av inversen for att beskriva den storsta
omgivningen. JAmfor teorin och berdkningen.

Anviénd variabelbytet for att bestimma den allménna lésningen f(z,y) till PDE:n.

of  of _
Iz + o 4dtan(x + y).

Loésning:

(a)

cos(x —y) —cos(x —vy)
cos(z+y) cos(z+vy)
I punkten &r J # 2 # 0 sa, inversa funktionssatsen ger dérfor att variabelbytet &r
inverterbart i en omgivning av den givna punkten. Vi ser att J =0da x —y = £7/2
eller z +y = £7/2 sa pa de linjerna kan bytet inte fungera. Lat

D={(z,y) eR?| — /2 <2z —y<7m/2,—7/2<z+y<m/2}.

Funtionaldeterminanten &r J = = 2cos(x — y) cos(z + y).

Detta &r en kvadrat vriden 45°. Vi har att J > 0 om (z,y) € D. Teorin ger bara
lokal inverterbarhet kring varje punkt i D, men sin dr inverterbar pa (—m/2,7/2) sa
x—y = arcsin(u),z +y = arcsin(v) <> @ = L arcsin(v) + 5 arcsin(u),y = 1 arcsin(v) —

%arcsin(u). Detta ger att variabelbytet &r inverterbart pa hela D.

Kedjeregeln ger

of _oudf ovof _ 0o of
or  orou  ozov cos(z =) ou " cos(z +) ov’
of _oudf ovof o Of of
9y ~ 9y ou + 9y 00 cos(z — y) ™ + cos(z +y) 5y
Satter vi in det i PDE:n far vi
dtan(z +y) = 2 cos(z + y>?)£
Of 2sin(x+y)  2sin(z+y) 2w
v cos2(z+y) 1—sin}(xz+y) 1-—0v2
Partialbraksuppdelning ger 2v L ! sa

1—2 1-0v 1+uv
f(u,v) = —In(1 +v) —In(1 — v) + h(u) = —In(1 — v?) + h(u)
diir h(v) dr en godtycklig C! funktion. Byter vi tillbaka till (z,y) far vi
f(x,y) = —In(1 —sin*(z 4+ y)) + h(sin(z — y)) = —In(cos?(z + y)) + h(sin(z — y))
= —2In(cos(z +y)) + g(z —y),

dar g(z) = h(sin(z)).
Svar: f(r,y) = —2In(cos(x+y)) +g(x —y) dir g € C1(R) #r en godtycklig funktion.

2 VAND!



4. Lat
fla,y) = o+ g2° +y+ oy + 3%, g(@y) =z +2* +y+ay+ iyt

(a) Bestém alla stationédra punkter till f(z,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjidlp av andraderivatorna i
punkterna.

(c) Bestam storsta och minsta virde av f(x,y) pa nivakurvan g(x,y) = 4.

Loésning:

1,.2 0= 142 _
(a) De stationdra punkterna fas av 0 = Vf(x,y) = [1 +ar y} & { 2T T

0= -2
& { ﬂs(lx ) . Sa vi far de stationéra punkterna (0, —1) och (2, —3).
y=-1-=z

(b) Hessianen blir och H(z,y) = [31; ﬂ Dess determinant blir det(H (z,y)) =« — 1. 1
punkten (0, —1) far vi det(H (0, —1)) = —1 < 0 vilket innebér att Hessianen &r inde-
finit och f(0,—1) = —3 &r en sadelpunkt. I punkten (2, —3) far vi det(H(2,-3)) =
1 > 0 och forsta komponenten (2) av H (2, —3) &r positiv gor att Hessianen dr positivt
definit och f(2,-3) = —% ar en lokal min-punkt.

(c) Lagranges metod ger att max och min endast kan upptrida da V f och Vg &r parallella
samtidigt som g = 4. De &r parallella om

_dfg) 43Pty 1+aty
d(z,y) 1+2x+y 1+z+y
l+z+y)(32® —22) =21 +a+y)z(z —4)

0

1+ 1g2 1
':(1+x+y)’ Ty ‘

14+2z+y 1

—~

Vifar z =0, z = 4 eller z = —1 — y. For fallet x = 0 far vi 4 = g(z,y) = g(0,y) =
y+ 3y = 0=19y>+2y—8 = (y+4)(y — 2) sa vi fir kandidater f(0,—4) = 4
och f(0,2) = 4. For fallet z = 4 far vi 4 = g(z,y) = g(4,0) = 14?2 + 5y + 20 =
0 =y?+ 10y + 32 = (y + 5)? + 7 som saknar 16sning. For fallet + = —1 — y far vi
A=gxy) =g(-1-yy) =y+ 3> =0=y>+2y -8 = (y— 2)(y +4) sa vi far
kandidater f(—3,2) = —19/2 och f(3,—4) = —1/2. Jamforelse ger att storsta och
minsta virde dr f(0,—4) = f(0,2) = 4 respektive f(—3,2) = —19/2.

3 2
Yty
(a) Visa att F &r konservativt och beskriv ekvipotentialkurvorna till F, dvs héjdkurvorna
for potentialen.

(b) Beriikna arbetet av F lings v = {(x,%) |z = t*sin(t),y = (t + ) cos(t), -7 <t < 7}.

Loésning:

¢y = 2° + zy?

¢y =2’y +y’
Integrerar vi forsta ekvationen far vi ¢ = %x‘l + %:UQyz +g(y) dir g € C*. Sétter vi in
detta i andra ekvationen far vi 22y + y3 = by = ?y+4dW) g =129y =
iy“ + C1. Alltsa ¢ = %x‘l + %m2y2 + iy‘* +C1 = i(mQ + 42)2 + Cy 4r en potential.
Dirmed &r F konservativt. Ekvipotentialkurvorna ges av ¢ = C & 1(z? 4+ y?)? =
C—-C e 22+y?>=2/C—C; om C —C; > 0. Dvs de ir cirklar med centrum i
origo.

(a) F ar konservativt om det finns ¢ : R — R sa att V¢ = F < {

3 VAND!

(3p)

(2p)



(b) Start och slutpunkt for v &r (0,0) respektive (0,—27). Filtet dr konservativt, sa
arbetet blir

/F - dr = 6(0,—27) — $(0,0) = %(%)4 ey
Y

1.2
ES —1
6. Lat Y C R3 vara en yta som parametriseras av r(s,t) = |s + %tQ for -1 <s<t<l.
—st
(a) Bestdm tangentplanet till ytan i punkten r(—1/2,1/2). (2p)
2z
(b) Beriikna flodet av F = |2y | upp genom Y. (3p)
2z
Yy
(c¢) Berikna arbetet av G = |z — zz| ett varv lings randen Y med positiv orientering.
Y (3p)
Losning:
-1 —s+t?
. Jr Or )
(a) En normal till ytan ges av N(z,y,2) = — x — = | 1 | x |t | = | s+t |. 1
Js Ot
—1 —S 1+ st
3 1 1
punkten far vi N(r(-1/2,1/2)) = 1 1|, sa vi kan vélja |[1| som normal. Punkten
1 1

r(—1/2,1/2) = (—3/8,—3/8,1/4) ligger i tangentplanet, sa planets ekvation blir
0=1z+3/8)+1(y+3/8)+1(z—1/4) sz +y+2z=-1/2.

—5 4 t2
(b) Enhetsnormalen ganger area-elementet blir NdS = ?)Z X gdsdt = | s+t | dsdt.
1+ st
Den ér riktad uppat pa grund av att 1 4+ st > 0. Flodet blir
1o 382t —s5 42
//EHNML_/ / 2 |s+ 32| - | 24t | dsdt
Y -t/ —st 1+ st
1 t 1 4
_ / / @$+%t—§ﬁwﬁ—:/(—i—t—i#ﬂt——.
-1J-1 -1 5
1+z
(c) Stokes sats och V.x G = | 0 | ger arbetet

—Zz
A 1 t b
G%h://ﬂthJWS:/Q/(ﬂ—§§+%H%%g§ﬂ—ﬂ®ﬁ
oy Y -1J-1
1

2 3 4 5
:/E@—t+t+t—gt+y)ﬁ:§§

7. En kropp ockuperar omradet
K ={(z,y,2) e R} |22 < 2,9> <2< 2}

och har densitet p(z,y,z) = x + 2. Berékna kroppens massa. (3p)

4 VAND!



Loésning: Ligsta punkten i K &r (0,0,0) sa 0 < z < 2. Snittet av K pa hojd z har
projektionen D, = {(z,y) € R3| — /z < 2 < /2, —/z < y < v/z} pa zy-planet. Fubini
ger massan

M= ///K,odV:/02//[)z(x+2)dxdydz:/02/_\/;/_Z(x+2)dxdydz

2z 2
= / / 4y/zdy dz = / 8zdz = 16.
0 J-yz 0

8. (a) Antag att g: R — R" och f: R™ — R &r differentierbara ¢verallt. Héirled formeln for
derivatan av sammanséittningen f o g.

(b) Antag att D C R® = {(z,3,2) € B|(3,2) € F, aly,2) < 7 < Ay, )}, E € R?
kompakt och a, 3: E — R, P: D — R och att «, 3, P &r av klass C'. Visa att

P
// 0 -NdS—/// 8—Pd3:dydz.
ap | o p Ox

Detta 4r en del av beviset for Gauss sats, sa du far inte anvinda Gauss sats eller
nagon av dess foljdsatser i ditt bevis.

(c) Definiera vad som menas med att en miingd D € R? &r kvadrerbar.

Lo6sning:

(a) Se ”"bevis av Sats 2.3.4 for ett godtyckligt antal variabler” pa Canvas.
(b) Se beviset av sats 10.2.1 i boken men byt variabler.

(¢) En méngd D &ar kvadrerbar om dess rand 0D &r en nollméngd, dvs att for varje e > 0
kan 0D téckas med ett dndligt antal axelparallella rektanglar med total area mindre
an e.

Lycka till!

5 VAND!

(6p)
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Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



