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Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.
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2023 riknas med. For godként pa tentan kriavs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga 16sningar. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.

1. (a) Lat D = {(z,y,2) € R® | 22 + 3?4+ 22 < 4,y > 0}. Beriikna integralen

/// ydxdydz.
D

1 1
//xexp(yQ)dydm.
0 Jz2

(a) Byte till sfiriska koordinater z = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcosf ger
dxdydz = r?sinOdrdfd¢ och omradet ges av olikheterna 0 < ¢ < 7, 0 < 0 < m,

0<r<2.
2 T s
/// ydxdydz = / / / 7 sin 6 sin ¢r? sin Od¢dOdr
D
/ 3dr/ 1_COS 26) da/ sin ¢d¢p

S Y T

(b) Vi kan inte hitta en enkel primitiv funktion till exp(y?), sa vi anvinder Fubini for att
kasta om ordningen. Integrationsomradet kan skrivas om som
{my eR?a?<y<l0<e<l}={(ry eR?|0<z< H0<y<l}

//a;exp dydx—// zexp(y dxdy—/o exp(y ){2]\/@dy

(b) Beriikna integralen

Lo6sning:

- / exp()udy = / exp(u)du = 1 [exp(u)] | = F(e 1),

2. Lat f(z,y) = V22 +y.

(a) Bestdm riktningsderivatan for f i punkten (x,y) = (1,3) i riktningen mot punkten
(z,y) = (4,-1).

(b) Bestam Taylorpolynomet P(h,k) av grad 2 for f(z,y) i punkten (z,y) = (1,3) och
anvénd detta for att approximera f(1.1,3.2).

Lo6sning:
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(a) szzvgi+y[;2}:>Vfl3 [ ]Ihhmmgmarv—-Li]—[ﬂ::[fJ.

Den normerade riktningsvektorn dr v = ™I =5 [_3 4] . Riktningsderivatan &r dirfor
/ 1/2 3|_ 1
rs =vias v = [V 2] =
. . B 1 y  —x/2 _ 112 =2
(b) Hessianen blir H(z,y) = Tty [—x/Q _1/4} = H(1,3) = % [_2 _1].

Taylorpolynomet blir

Hm@:f@$+VﬂL${ﬂ+;M ﬂﬂaﬁﬂﬂ
=2+ ih+ 1k + & (120% — 4hk — K?).

Approximationen blir f(1.1,3.2) ~ P(0.1,0.2) = 2.1.

3. Studera variabelbytet (x,y) <> (u,v)

u=e" — Y,
="V 4 "7V,
(a) Visa att det finns en omgivning av (x,y) = (2,3) dér variabelbytet dr inverterbart. (2p)
(b) Anvénd variabelbytet for att bestimma den allménna lésningen f(z,y) till PDE:n (3p)
d 0
(e¥ — efy)a—i —(eY+e )8‘5 —4e”

Loésning:

ez-‘,—y — ey ea}+y + eIy

e 4 ety Ty Ty T T
tionssatsen ger dérfor att variabelbytet &dr inverterbart i en omgivning av den givna
punkten.

(a) Funtionaldeterminanten &r 4e?® £ 0. Inversa funk-

(b) Kedjeregeln ger

of  udf wdf .., O .o Of
or Oxdu Ox v =et(el —e )8u+e(€ te )(%’
of _oudf ovof .., _,0f . . _,0f
oy 8y8u+8y8v (e +e )8u+e (¥ —e )(%'
Sétter vi in det i PDE:n far vi
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AT — (oY — oV (o (oY — o~ L oy 9,

4e” = (¥ —e V) (e"(e¥ — e )8u+e (eV+e )80)
(@ e+ e (e e—y%)

8f o 0f

= (e — e (e ) = et

Sa PDE:n forenklas till gf = 1 som har allmén 16sning f(u,v) = u + h(v) dir h(v)

u
ar en godtycklig C! funktion. Byter vi tillbaka till (z,y) far vi:
Svar: f(z,y) =" — e Y + h(e* Y 4 e*1Y).

4. Lat f(z,y) = 2?4+ 5y — 2zy — 29> + 9%, g(z,y) = 36 + 2% — 12y — 2y + 3y

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(z,y). (2p)

2 VAND!



(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjidlp av andraderivatorna i
punkterna.

(c) Bestdm storsta och minsta vérde av f(x,y) pa nivakurvan g(z,y) = 1.

Lo6sning:

2r — 2y } {0=y2—6y—|—5

(a) De stationéira punkterna fasav0 =V f(z,y) = [5 Cop— dy+y? r—y

®{0=<y—5><y—1>

r=Yy

. Sa vi far de stationéra punkterna (1,1) och (5,5).

2 -2

(b) Hessianen blir H(x,y) = [_2 442y

} I punkten (1,1) far vi det(H(1,1)) =

= —8 < 0 vilket innebir att Hessianen &r indefinit och f(1,1) = I &r en

2 =2
3

-2 =2

sadelpunkt. I punkten (5, 5) far vi det(H (5,5)) =

' 2 2 = 8 > 0 och forsta kompo-

-2 6
nenten (2) av H(5,5) &r positiv gor att Hessianen &r positivt definit och f(5,5) = —%
dr en lokal minpunkt.

(c) Lagranges metod ger att max och min endast kan upptrida da V f och Vg ér parallella
d — _ _ 2
samtidigt som g = 1. De &r parallella om 0 = dEi: g!j% _ Qi - zy 5 _122.7:_ ;i—gyy _

—(z — y)(y* — 10y + 29), men y* — 10y + 29 = (y —

2 5—2x—4dy+y?
@E=vl e aty | T
5)2+4 > 0, s x = y dr enda mojligheten. 1 = g(z,y) = g(y,y) = 36 —12y+y> < 0 =
(y —6)2 =1 = (x — 7)(z — 5). Vi har dirfor minsta och storsta virde f(5,5) = —2

-2,
_7
2t3/3
5. Lat « vara kurvan som parametriseras av r(t) = | t* | for 0 <t < 1.
t

(a) Beriikna lingden av ~.

(b) Berikna arbetet av F = V® lings v diir ® = arctan(3z — y?) + In(1 +y — 2).

Losning:
2
(a) Parametriseringen ger r'(¢) = | 2t | . Kurvlingden ges av
1

1 1 1 1
/IW@Wﬁ==/ ¢@ﬂﬁ+&%ﬁ+1ﬁ:i/«wu%+u1+Mt=/ V(282 + 1)2dt
0 0 0 0
1

2 'os
= 2% 4+ 1)dt = | =13 =_.
]ﬁ (2% + 1)dt [3 —Ft]o 3

(b) Féltet dr konservativt, sa

/F ~dr = ®(r(1)) — &(r(0)) = arctan(1) + In(1) — arctan(0) — In(1) = %
.

z—1
6. Lat Y = {(z,9,2) eR3 | (z —1)2+y?=22,1<2<2}ochlat F= | y

z—3

3 VAND!



(a) Berdkna flodet av F upp genom Y med Gauss sats. (4p)
(b) Beriikna flodet av F upp genom Y med direkt parametrisering av ytan. (3p)

Loésning:

(a) Ytan #r en del av en kon. Ligg till en bottenyta Y, = {(z,y,2) € R? | (x —1)2+¢% <
1,z =1} och en toppyta V; = {(z,9,2) € R?| (x—1)?+y? < 22,z = 2}. Tillsammans
begénsar de en kropp K = {(z,y,2) € R® | (z —1)? +y? < 22,1 < 2z < 2} med
0K =Y UY, UY;. Byter vi till translaterade cylinderkoordinater x = 1 + pcos g,
y = psiny, z = z far vi dedydz = pdpdpdz och K ges av olikheterna 0 < ¢ < 27,
0<p<z 1<2z<2 Gauss sats och V- F = 3 ger

R 2 27 z 2 3p2 2
// F-NdS:///V-FdV:// /3pdpdg0dz:27r/ [—} dz
oK K 1 Jo Jo 1 L2 Jp=0
2 2
:37r/ z2dz:7r[z3] =Tr.
1 1

Ytan Y; har utatriktad normal N = % och ytan Y, har utatriktad normal N = —3.
Normalen till Y skulle ddremot vara riktad uppat, vilket ger normal in mot K. Vi far

darfor
77r:// F-NdS:-//F.NdS+// F-NdS+//F-NdS
oK Y Yy Y:
-~ [[psas— [[ a-was+ [[ @-sas
Y Ys Y:

Botten och toppen ér cirkelskivor, s& flodet upp genom Y blir

//F-NdSzQu(Yb)—u(Yt)—77T:27r'12—7r-22—77T:—977.
Y

1+ zcosp
(b) Ytan kan parametriseras med r(¢,z) = | zcosp | da0<ep <27 1<z<2.
z
) P or —zsinp cos ZCos ¢
NdS=4+— X _—=24] zcosp | X |sing| ==+ | zsingp
dp 0z 0 1 .

Da vi skulle méta flodet upp genom ytan véljer vi tecknet sa z komponenten blir
positiv. Flodet blir

9 pon |2COSP —2ZCos
//F-NdS:// zsing | - | —zsing | dpdz
v LJo z—3 z

2 por 5272
= / / —3zdpdz = —67 [—} = —9r.
1 Jo 24

T
7. Lat f(x) = / In(1 + %) sin(2t — z)dt.
0
Bestém en rationell funktion ¢(z), sa att f”(z) + f(z) = ¢q(x) sin(z). (4p)

Lésning: Integranden g(x,t) = In(1 + #2)sin(2¢ — ) och grinserna 4r kontinuerligt deri-
verbara, sa vi far

g(x, ) = In(1 + 2?) sin(z), gi(x,t) = — cos(2t — z) In(1 + t%),

f(z) = /076 gh(z, t)dt + g(z,z) = /0JU —cos(2t — ) In(1 + t?)dt 4 In(1 + 2%) sin(x).

4 VAND!



Om vi later h(z,t) = —cos(2t — ) In(1 + ¢?), far vi pa samma sitt
h(z,z) = —In(1 + 2?) cos(x), B (z,t) = — In(1 4 %) sin(2t — z),

f(z) = /033 hl(z,t)dt + h(z,x) + %(ln(l + 2?) sin(x))

= — /x In(1 + %) sin(2t — 2)dt — In(1 + x?) cos(z) + sin(x) + In(1 + z?) cos(z)
0

14 22
2x .
= — f(.T) + m Sln(.%').
2x
Svar: ¢(z) = 22

8. (a) Antag att f:R? — R #r C? i en omgivning av en punkt a € R2,
Bevisa att f;,(a) = f,.(a).
(b) Antag att A = [a,b] X [c,d] &r en axelparallell rektangel och att f : A — R é&r
likformigt kontinuerlig. Visa att f &r integrerbar dver A.

(c) Lat © C R? vara en 6ppen mingd. Definiera vad som menas med att Q #r enkelt
sammanhdngande.

(d) Definiera begreppet nollmdingd.
Losning:
(a) Se beviset av Clairauts sats pa kurshemsidan eller sida 87 i boken.

(b) Se sidan 237 i boken.

(c)  é&r enkelt sammanhéngande om den #r bagvis sammanhéngande och om varje sluten
kurva i  kan kontinuerligt deformeras till en punkt utan att lamna 2.

(d) En méngd N kallas nollmdngd om man for varje e > 0 kan técka 6ver N med dndligt
manga axelparallella rektanglar med total area < e.

Lycka till!

5 VAND!
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Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



