MATEMATISKA VETENSKAPER Hjilpmedel: bifogat formelblad, inga andra hjilpmedel

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2023-06-07 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poédng &r 50, och betygsgrinserna &r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2023 riknas med. For godként pa tentan kriavs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller

svarlédsliga 16sningar. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.
1. Lat
0 da (z,y) = (0,0)
floy) =2y o :
x2 + 92
T
g(z,y) = arctan(—),
)

F(z,y,2)=2Vz —z+In(z+y - 2)

(a) Avgor ifall funktionen f(z,y) dr kontinuerlig.

(b) Bestam Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 foér g(x,y) i punkten (x,y) = (1,1) och
anviand detta for att approximera g(2 — /4, 7/4).

(¢) Motivera varfor ekvationen F'(z,y,z) = 1 definierar en implicit funktion z = h(z,y)
i en omgivning av (1, 1,1) och bestam hj, och h; i punkten.

2. Anvénd variabelbytet u = e " cosy, v = e”*siny for att bestimma losningen f(z,y) till
PDE:n

0 0
cos ya—i + sin y@yjj =e Psiny

som uppfyller f(t,7/2) = e~? for alla t € R.

3. (a) Berékna den generaliserade integralen

0 1 T
aﬁj J€ (xz-yzYVQdydx'

Glom inte att motivera dina berdkningar!

/// 22dxdydz,
D

dir D = {(z,y,2) € R3 | 2?2 +9? + 22 < 4,z > 0}.

(b) Berékna integralen

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(x,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationéra punkterna med hjilp av andraderivatorna i
punkterna.

1 VAND!

(5p)

(4p)

(3p)



5. Lat v vara skdrningskurvan mellan ytorna z2 + y? + 2z = 3 och 2% + y? — 2z = 1, orienterad

ze?’ + Y
moturs sett ovanifran och lat F = | 22 4 yz
1

(a) Beridkna linjeintegralen f7 F - dr med Stokes sats.

(b) Beriikna linjeintegralen fv F - dr med direkt parametrisering av kurvan.

6. Lat f(x) = / arctan(t) sin(t — z)dt. Visa att f(x) loser differentialekvationen
0
f(z)+ f"(x) = — arctan(z).
zy?

7. Berikna flodet av F = |22y | upp genom ytan 22 +y> +22=1, 2 > 0.
eZ

8. (a) Antag att f:R? — R #r en godtycklig C! funktion. Visa att f #r differentierbar.
(

(c) Definiera vad som menas med att ® : [a,b] X [¢,d] — R &r en trappfunktion.

)

b) Bevisa att kurvintegralen av ett konservativt filt i R™ dr en potentialdifferens.
)
)

(d) Lat v vara en sluten kurva i R%. Definiera vad som menas att v #r negativt
orienterad.

VAND!

(4p)

(1p)



Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),
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MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poing #r 50, och betygsgrinserna ér 20 for 3 (godkdnd), 30 fér 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2023 riknas med. For godként pa tentan kriavs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina l6sningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlasliga 16sningar. Tentan rittas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.

1. Lat

0 da (z,y) = (0,0)

floy) = 725:% 5 annars ’
xz Y

x
g(z,y) = arctan(;),
F(x,y,2) =2z — z+In(z +y — 2)
(a) Avgor ifall funktionen f(z,y) dr kontinuerlig.
(b) Bestdm Taylorpolynomet P(h,k) av grad 2 for g(z,y) i punkten (z,y) = (1,1) och
anvind detta for att approximera g(2 — 7 /4, w/4).

(¢) Motivera varfor ekvationen F'(z,y,z) = 1 definierar en implicit funktion z = h(z,y)
i en omgivning av (1, 1,1) och bestam h/, och h; i punkten.

Loésning:
(a) Tim (1) = lim o = 1 0= £(0,0), s funktionen r inte kontinuerl
a) lim f(t,¢) = lim o5 = o = f(0,0), sa funktionen &r inte kontinuerlig.
(b) Gradienten och Hessianen é&r Vg = ——— 4 H(xz,y) = L [y oy
g—x2+y2 |’ Y) = ($2+y2)2 x2—y2 21’y
Vi far
h 1 h
P(hk) = g(1,1) + || - VgL, 1) + 5 [h k] H(1,1) |
B Bl [1/27] 1 ~1/2 01]Th
s R AR O T
2 2
=ih—In® -k + iK%+ in,
9g2—m/4,7/4)~ P(1—n/4,m/4—1)=1.
=1/2 4 ﬁy—z 9
(¢) Gradienten &r VF(x,y,z) = $+;_Z ,VF(1,1,1) = | 1 |.Pa grund av att
-1 - m+;fz —2
Fl(1,1,1) = —2 # 0 sa ger implicita funktionssatsen en funktion z = h(x,y) med
~F(1,1,1) “FI(1,1,1) 1
P(1,1) = =222 =1och h(1,1) = L ——" = _.
D=y e =Ty Ty

2. Anvind variabelbytet u = e™® cosy, v = e *siny for att bestdmma l6sningen f(z,y) till
PDE:n

0 0
oS ya—i + sin y@yjj =e Psiny

1 VAND!

|

(3p)

(2p)



3.

4.

som uppfyller f(t,7/2) = e~2 for alla t € R.
Losning: Kedjeregeln ger
9 _ouo _owo
dr  Ordu Ox v
9 _ouo o
oy Oyodu Oyodv

Satter vi in det 1 PDE:n far vi

=—e¢ Ycosy— —e Tsiny—,
ov

ou
0 0
=—e " siny% + e % cos U

0 0 0
e siny = — e (cos®y + sin? y)a—f = —e_ma—f & 8—f =—e “siny = —v.
u u U
Integrerar vi med avseende pa u far vi f(u,v) = —uv + g(v) for ndgon funktion g € C*.

r =t, y = 7/2 motsvarar u = 0, v = e ¢, sa villkoret ger v?> = f(0,v) = g(v). Alltsa

f(u,v) = —uv + v2. Byter vi tillbaka till (z,y) koordinater far vi:

Svar: f(z,y) = —e 2T cosysiny + e 2 sin?y.

(a) Berdkna den generaliserade integralen

/ / 3/2 dydz.

Glom inte att motivera dina berdkningar!

/// 22dxdydz,
D

dir D = {(z,y,2) € R3 | 22+ y% + 22 < 4,2 > 0}.

Loésning:

(b) Beréikna integralen

(a) Integralen &r generaliserad i * = 0o och i punkten x = y = 1. I det inre av omradet
giller 0 < z < 1 <y = 22 — 32 > 0, sa integranden #r positiv dér, sa vi kan rikna
som vanligt. For att enklare hitta en primitiv funktion anvénder vi Fubini for att
kasta om integrationsordningen.

/ / 2372 —————=dydx = / / (22 — 232 ————=dzdy
T

— /0 [(»732—?3)1/2]1:1 dy = /o (1—y%)~ 1/2dy = [arcsin(y)];zo =3

(b) Byter vi till sfariska koordinater (r,6,¢) far vi omradet 0 < r < 2,0 < 6 < 7/2,
0 < ¢ < 27 och volymelementet blir dedydz = 2 sin Odrdfde, sa

2 /2 2
/ / / 22dedydz = / / / r? cos® Or? sin Odrdfde
D 0 0 0

572 w/2 4 0 4
=27 [ / cos?Osinfds = —G—W u?du = 677r
5 r=0J0 u=cos 5 1 15

Lat f(x,y) = 395 — 4oy + 2%y + 2y — xy —|—3y3.

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(z,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna med hjidlp av andraderivatorna i
punkterna.

Losning:

2 VAND!

(3p)

(2p)

(3p)



2% — 4y + 2zy — o2

—4x + 22 + 4y — 2zy +y?|
Summan av ekvationerna ger 0 = 222 — 4x = 2z(z — 2). Detta ger z = 0 eller
r = —4 som insatt i forsta ekvationen ger 0 = —y? — 4y respektive 0 = 4 — 32, Vi far
alltsa punkterna p; = (0,—4), p2 = (0,0), p3 = (2, —2), ps = (2,2)

—4243:“ ;x2g 2y 44_—!—22$x+ ;yﬂ .det H(z,y) = —16 + 24z —
822 — 8y + 8xy. I de olika punkterna far vi det H(p;) = 16, det H(ps) = —16,
det H(p3) = —16, det H(ps) = 16, sa py och p3 &r indefinita. Forsta elementet i
Hessianen &dr —8 respektive 8 for p; respektive p4, sa p; ar negativt definit och p, ar
positivt definit.

(a) De stationdra punkterna uppfyller 0 = Vf(x,y) = {

(b) Hessianen dr H(x,y) =

5. Lat v vara skdrningskurvan mellan ytorna z2 + y? + 2z = 3 och 2% + y? — z = 1, orienterad
2
xe® +y
moturs sett ovanifran och 1lat F = | 22 4 yz
1

(a) Berikna linjeintegralen f7 F - dr med Stokes sats.

(b) Beriikna linjeintegralen f,y F - dr med direkt parametrisering av kurvan.
Loésning:

-y
(a) VxXF = 222¢?° | Skirningen mellan ytorna ges av z = 1, 22 + y2 = 2. Vi kan
20 — 1
vinda Stokes sats pa en del av nagon av de givna ytorna, men det ar enklare att
anviinda cirkelskivan S = {(z,y,1) € R? | 22 + 3? < 2} med uppéatriktad normal, sa
0
NdS = |0 dxdy. Stokes sats ger
1

0
/F-dr: // V x F(z,y,1)- |0] dedy = // (22 — 1)dxdy
g 11(S) 1 11(S)

V2 2m V2 2
= / / (2rcos@ — 1)rdodr = / [21”2 sing — 97"} dr
o Jo 0
2

0
V2 27V2
= — 27T/ rdr = =27 [} = —27.
0 2 Jo
V2 cos 6
(b) « kan parametriseras med r = |/2sinf |, 0 < 0 < 27.
1

9r [V2ecosf +1/2sin6 —/2sin 6

2w d
/F-dr:/ F(r(@))-d;dﬂ:/ 2cos?0 +/2sin6 | - | v/2cosf | df
y 0 0 1 0

2w
= / (2v2cos® 0 4 (2 — e) cos fsin @ — 2sin? 0)df
0
2w
= / (2v2(1 — sin? ) cos § + (2 — e) cos O sinf — 1 + cos(26))df
0

2

_ /00(2\/5(1 S %) 42— u)du + [—e 4 ;sin(QO)] "

u=sin 0 0

3 VAND!



x
6. Lat f(x) = / arctan(t) sin(t — x)dt. Visa att f(x) loser differentialekvationen
0

f(z) + f"(x) = — arctan(z).

Lo6sning: Integranden g(z,t) = arctan(¢)sin(t — x) och grénserna &r kontinuerligt deri-
verbara, sa vi far

g(z,x) =0, g, (z,t) = — arctan(t) cos(t — x),
x d €T
f(z) = / gh(x, t)dt —l—g(w,x)d—(a:) = —/ arctan(t) cos(t — x)dt.
0 x 0
Om vi later h(x,t) = —arctan(t) cos(t — x), far vi pa samma sétt
h(z,z) = — arctan(x), h!(z,t) = — arctan(t) sin(t — z),
x d x
f(x) = / bl (z,t)dt + h(z, :L‘)d—(:zr) = —/ arctan(t) sin(t — x)dt — arctan(x)
0 x 0
= — f(z) — arctan(z).
xy?
. Beriikna flodet av F = |22y | upp genom ytan z? + 4> + 22 =1, z > 0.
eZ
Lésning: Ytan Y = {(z,9,2) € R3 | :B + y + 22 = 1,2 > 0} ir inte sluten, _sa vi lagger
till bottenskivan D = {(z,y,0) € R3 | 22 4+ y? < 1}. Lat normalen till Y vara N som pekar
uppat och normalen till D vara N1 som pekar nedat. Tillsammans begrinsar Y och D ett

omrade K = {(z,y,2) € R3 | 22+ y?+ 22 < 1,0 < 2 < 1}. Gauss sats och byte till sfiriska
koordinater ger

//F-NdS+//F-N1dS:///V-FdV

Y D K
2r /2 pl

= /// (a:2+y2+ez)dV:/ / /(r2sin29+emose)r2sin9drd0dd)
0 0 0

= 27r/ / 2(1 — cos? 0) + e" %)% sin OdOdr

1
= - 27r/ / (1 —u?) 4 ™) r2dudr = 27r/ [r4u — /3 4 re’™] izo dr
0

u=cos 6

2 2 1
:27r/0 (37" +re” —r)dr:27r [157"5—27“2]

11 ! 117
= 7T+27r[rer]i0—27r/ e'dr = F+27re—27r(e—1)
1. 0

1 1
+ 27 / re’dr
r=0 0

197
15

8. (a) Antag att f:R? — R #r en godtycklig C! funktion. Visa att f &r differentierbar.
(

)

b) Bevisa att kurvintegralen av ett konservativt filt i R™ dr en potentialdifferens.

(¢) Definiera vad som menas med att @ : [a,b] X [¢,d] — R &r en trappfunktion.
)

(d) Lat v vara en sluten kurva i R%. Definiera vad som menas att v #r negativt
orienterad.

Lo6sning:

(a) Se sats 2.2.3 i boken.
(b) Se sats 9.4.2 i boken.
(c) Se avsnitt 6.1 i boken.

)

(d) v #r negativt orienterad om insidan av v ligger till hoger om firdriktningen. Om
kurvan dr enkel innebér detta medurs orientering.

4 VAND!

(4p)
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Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



