MATEMATISKA VETENSKAPER Hjilpmedel: bifogat formelblad, inga andra hjilpmedel

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2023-03-14 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

MVEO035/600 Flervariabelanalys F/TM

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal poédng &r 50, och betygsgrinserna &r 20 for 3 (godkénd), 30 for 4 och 40 for 5. Bonuspoing fran
2023 riknas med. For godként pa tentan kriavs ocksa godként pa tavelpresentationsmomentet.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlédsliga 16sningar. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter ten-

tamenstillfillet.

1. Lat F(z,y, z) = 2%y + 2"/ + In(xyz) och

2_1 °
z daxz+#y
zy) =4 ¥V :
9(z,y) {2 die—y

(a) Visa att den partiella derivatan g/ (1,1) existerar, och berékna dess virde.

(b) Motivera varfor ekvationen F'(z,y,z) = 2 definierar en implicit funktion y = h(z, z)
i en omgivning av (1,1,1) och bestdm h), och h’, i punkten.

2. Anvind variabelbytet u = xy, v = y {for att bestimma den allménna 16sningen f(x,y) for
x>0,y > 0till PDE:n

o*f  *f of

v= y@xay " 922 Bx

3. Lat R > 0 vara godtyckligt och lat
Dp={(r,y) €R*: Vo +/y < R >0,y >0},

(a) Anvind variabelbytet © = rcos*, y = rsin®@ for att beriikna arean av omradet
Dp.

(b) Anvénd resultatet fran (a) uppgiften for att berdkna for D = Dr med R =1

J[ e viasay

4. Lat f(z,y) = —%mz —y+ay— %y2 + %y?’ och g(z,y) = 2% + 3.

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(x,y).

(b) Klassificera om mojligt de stationéra punkterna till f(z,y) med hjilp av andraderi-
vatorna i punkterna.

(c) Bestdm storsta och minsta vérde for f(x,y) pa omradet som ges av g(z,y) < 3/4.
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8.

T

. Beriikna flodet av vektorfiltet F = Y upp genom ytan

4z 4 22 4 o>
Y ={(a,y.2) R :a’ 49 <Lz=1- (" +47)7),
med foljande metoder:

(a) Gauss sats.

(b) Parametrisering av ytan.

. Bestdm masscentrum for en homogen kropp som ockuperar omradet

K={(z,y,2) eR3:2>0,2> 0,22 +9? + 42> < 4}

. Den parametriserade kurvan

_ 4+ __ 43
r(t) = Fﬂfif}, 0<t<1

gar i en bage fran (1,0) till (—1,0) 6vre halvplanet. Anviind Greens sats for att berdkna

arean av omradet mellan denna kurva och z-axeln.

(a) Bevisa Taylors formel av ordning 2 for en skaldrvird funktion av tva variabler av

klass C? utgaende fran motsvarande envariabel-resultat.
Uttryck resttermen med derivator, ¢j O-notation.

(b) Antag att A = [a,b] X [¢,d] dr en axelparallell rektangel och att f : A — R &r

likformigt kontinuerlig. Visa att f dr integrerbar dver A.

(c) Lat D € R? vara en domiin och F : D — R3 ett konservativt C* vektorfilt. Visa att

F ar virvelfritt. Om du anviander nagon V-riakneregel behtver du visa den.

(d) Om r(t) : [a,b] — R3 beskriver liget for en partikel vid tiden t och F : R? — R3 ett
kraftfalt som verkar pa partikeln. Skriv upp en integral 6ver ¢t som beskriver arbetet

som kraften F utfér pa partikeln under tidsintervallet [a, b].

VAND!
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Formelblad MVEO035 och MVEG00

Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar
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k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),
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k=0 )
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1. Lat F(z,y, z) = 2%y + 2'/2 + In(xyz) och

x2-1 2
o diax#y
M%y)Z{ v

2 diz=y

(a) Visa att den partiella derivatan ¢/ (1,1) existerar, och berikna dess virde.

(b) Motivera varfor ekvationen F'(z,y,z) = 2 definierar en implicit funktion y = h(z, z)
i en omgivning av (1,1,1) och bestdm h/, och h’ i punkten.

Losning:

(a) Foljande grénsvirde existerar och &r lika med den partiella derivatan

h)2—1 2
C g(l+h1)—g(1,1) o WL o iR -1-2h
((1,1) = lim SR == lim — = =]
92(1,1) e h B0 h P h?
h2
= lim — = 1.
70 12
%—i— 2xy 3
(b) VF(z,y,2) = | «*+3 | = VF(1,1,1)= | 2 |.Da F} # 0 ger implicita funk-
1y 1,-1/2 3/2
z + 2Z /

tionssatsen ger att det existerar en omgivning U av (1,1,1) och en funktion h sa
att y = h(x,z) loser F(z,y,z) = 2 pa U. Satsen ger dessutom att h/(1,1,1) =

“RULLY _ _3/9 och.h;(l,l,l)::Agé%%%%%) — —3/4.

2. Anvind variabelbytet u = zy, v = y for att bestimma den allménna 16sningen f(x,y) for
x>0,y > 0till PDE:n
0 f *f of

v= y@xay 022 B

Losning: Kedjeregeln ger

9 _mo oo _ 0
or  Oxdu ' ozdv Jou
o oud wo o 0

@_@%+@%_$%+%’

2 9, 9 o0 0
@:%(y%):y%%:ywv

0?2 0 0 0 0 o0 0 0 0
g0y~ 920 T 90 " 90 “arou T oz ov
0 02 02

“ou " Yo T uov
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Sitter vi in det 1 PDE:n far vi
0% f 0% f 1

Oudv < oudv v

Integrerar vi med avseende pa u far vi 9] — 4 k(v) for ndgon funktion k € C. Integrerar
ov v g g

vi en gang till far vi f(u,v) = uln(v)+g(v)+h(u) dir ¢’(v) = k(v). For att f € C? behover
vi g, h € C%. Byter vi tillbaka till (z,y) koordinater far vi:
Svar: f(z,y) = zyIn(y) + g(zy) + h(y), dir g och h &r C? funktioner.

y =1y

3. Lat R > 0 vara godtyckligt och lat

Dr={(z,y) €R*: Vz +/y< R,z >0,y > 0}.

(a) Anvind variabelbytet © = rcos*f, y = rsin®@ for att berikna arean av omradet (3p)
Dhr.
(b) Anvind resultatet fran (a) uppgiften for att beriikna for D = D med R =1 (2p)

|| v asay
Lésning:

(a) Med = = rcost6, y = rsin* @ far vi a + /y = \/rcos? 0 + /rsin®§ = \/r. I de hir
koordinaterna ges omradet av 0 < 0 < 7w/2 0och 0 < r < RZ. Funktionaldeterminanten

ar
d(z,y)  |cos®® —4rcos®@sing| . 4 3 2 . 9 . 3 3
Ar.0) ~ |sint0  drsindcosd | 4r sin” 6 cos® O(cos” § + sin” ) = 4r sin” 6 cos” 6.

Den sokta arean blir

R? [ m/2 R2 m/2
1(Dg) = / / 47 5in® 0 cos® 9dfdr = [2#]0 / sin® B(1 — sin2 ) cos A6
0 0 0

4 6

_ u = sinf o ty oy opafut ulyl  RY
_{du:0089d0}_2R /0 Wl —w)du=2R [Z‘F}o_?‘

(b) Metoden med nivaytor ger med h(u) = u™3, g(z,y) = /= + \/y och
4
A(u) = p({(z,y) € D2 g(,y) <u}p) = p(Du) = 5

[ s virtasis = [ s [ a2 [0 -2

4. Lat f(z,y) = —32% —y + 2y — 39> + 3y° och g(z,y) = 2 + y*.

(a) Bestdm alla stationéira punkter till f(x,y). (2p)
(b) Klassificera om mojligt de stationdra punkterna till f(z,y) med hjilp av andraderi-
vatorna i punkterna. (2p)
(c) Bestédm storsta och minsta virde for f(z,y) pa omradet som ges av g(z,y) < 3/4. (4p)
Losning;:

(a) De stationédra punkterna ges av villkoren

_ B y—a y=z
0=V/f(z,y) = [yQ—{—x—y—l] < {0:x21:(m+1)(331)

Sa de stationdra punkterna &r (—1,—1) och (1,1).

2 VAND!



(b) Hessianen blir

" 1 _1 1
_ TT zy | _
Hiz,y) [ ﬂ/c,y ?;/y} [ L2y — 1]

H(-1,-1) = {11 ﬂJ ar negativt definit q;’]_ ]3’::2 >0 och f (~1,-1) =
—1<0,sa(—1,—1) &r en lokal maxpunkt.
H(1,1) = [_11 ﬂ ar indefinit ty ‘_11 H =—-2<0,sa (1,1) & en sadelpunkt.

(¢) g(x,y) = 2 for de stationédra punkterna fran (a) uppgiften sa max och min maste

ligga pa kurvan g(x,y) = 3/4, dvs cirkeln med radie § Extrempunkterna kan hittas
med parametrisering, men vi provar Lagranges metod som ger att for en extrempunkt
maste V f och Vg vara parallella vilket ar ekvivalent med

fo G
fy 9y

Pa cirkeln reducerar detta till

Yy—T 2x

0= v+r—y—1 2

=2 —xy® + o — 2% =201 — x)(z +3?)

0=2(1-2)(z+y*)=2(1-2)E +az—2%) =2(xz—1)(z - Nz +1).
Rotterna x = 3/2 och z = 1 ger g(z,y) > 9/4 respektive g(z,y) > 1, sa de ger
inte punkter pa cirkeln. Alltsa &r 2 = —1/2 enda mojligheten. Detta ger y?> = 3/4 —

1/4 = 1/2. Vi far darfor tva punkter (—%,i%). Storsta respektive minsta vérde

bli £(—3,-J5) =-3+3v2, /(-3 %) = -i-3v2

x
5. Berikna flodet av vektorfaltet F = Y upp genom ytan
4z + 2% + o

Y ={(z,y,2) eR*:2? +4* <1,z =1- (2® +¢%)*},
med foljande metoder:

(a) Gauss sats.
(b) Parametrisering av ytan.
Lo6sning:

(a) YtanY dr inte sluten, men légger vi till ytan Y2 = {(z,y,2) € R3: 22 +y? < 1,2 =0}
med normal N = —2 far vi YUYy = 0K dir K = {(2,,2) € R®: 22 + 42 < 1,0 <
z < 1— (22 +19?)?}. Divergensen blir V-F = 281 1 9F2 4 0Fs _ 6 Gauss sats ger nu

= Oz oy 0z
//1F-Nd5::///‘V-FdV—i// F - NdS.
Y K Yo
PaYyblir F- N = —4z — 22 — y? = —x? — 9% si med polira koordinater far vi

21 1 4
t[/‘PVJVdS::j/ !/‘—42rdrd0::—2ﬂ[r} —
Ys o Jo 4 2
1—(z2+y?)? 2 ol
/X/V%FM/zjy / 6@mwy:§/ /X1—#ﬁm%
K 7(K) Jo 0 0
6

T2 T
:9[7—7}4.

Svar: [[, F - NdS = 47 +7/2 = 97 /2.

3 VAND!



(b) Vi kan tolka Y som en funktionsyta z = f(x,y) = 1 — (2 4+ 3?)? och anvinda = och
Y som parametrar.

. - or Or /o x4+ 47)
r(z,y) = Yy = NdS = (% X 8—y)dmdy = |~/ | dedy = |4y(a® +y?) | dedy
f(z,y) 1 1

= F . NdS = (44 2% + y?)dzdy

Med poléra koordinater far vi

. 2 ol 491 9
. 9 9 T ™
//YF NdS = /0 /0 (44 r°)rdrdd = 27r[27“ —f—TJO—— -

6. Bestdm masscentrum fér en homogen kropp som ockuperar omradet

K={(z,y,2) eR3:2>0,2> 0,22 +9* + 42> < 4}

Losning: Lat p vara densiteten. Att kroppen &r homogen betyder att p ar konstant.
Koordinatbytet

x = 2rsinf cos ¢
y=orsinfsing =  UEYE) o a0apde
d(r,0, )

z=rcosf

pa grund av att det dr en omskalning av sfiriska koordinater. I dessa koordinater ges
omradet av 0 <r <1,0<0 <7/2, —7/2 < ¢ < /2. Massan ges av

w/2 /2 rl
M = /// pdrdydz = p/ / / 472 sin Odrdfde
K —x/2J0 0

7r/2|:r31|1 _ 4777/)

:4p7r[—0059]0 o 3

3

Masscentrum ligger i (mg, m,, m,) dar

1 1 1
My = i ///K zpdrdydz, my = i ///K ypdxdydz, m, = i ///K zpdxdydz.

Omradet &dr symmetriskt under speglingen y — —y, sa m, = 0. Med ovanstaende koordi-
natbyte far vi

3 w/2 pw/2 pl
My = —— / / 2rsinf cos ¢ p 472 sin Odrdbde
dmp ) _7z/2Jo 0
6 rrdql . /2 w/2 . 3 7r/21
_W[4L%mﬂ_ﬂlé smﬁﬂﬁ—ﬂA L(1 = cos(26))d0
3 1. /2 3
= % |:9 -3 Sln(2¢9)}0 = Z
3 w/2

w/2 rl
my / / rcos b p 4r? sin Odrdfde
0 0

- m —7/2
4

3 rriqr /2 , 3 [ 3ru?il 3
= FWMO/D cosfsinbds = , 4/0 wdu=7[5] =5

Svar: Masscentrum ligger i punkten (3/4,0,3/8).

4 VAND!



7.

8.

Den parametriserade kurvan

4+ 43
mw—-rﬁfﬁg}, 0<t<1

gar i en bage fran (1,0) till (—1,0) 6vre halvplanet. Anvéind Greens sats for att berdkna
arean av omradet mellan denna kurva och z-axeln.

Losning: Lat v beteckna kurvan som parametriseras av

4+ 43
r(t) = Fﬁiﬁ;}’ 0<t<1

och 1at , vara linjestycket fran (—1,0) till (1,0) med ¢ = x som parametrer. Vi vill berdkna

arean av omradet D som har rand 0D = v; + 7. Lat F = [_Oy] . Da dr arean av D

// 1da:dy—// @—@dd —/ F~dr:/F-dr+/F-dr.
oD ol V2

fw F - dr =0 pa grund av att F = 0 dér. Arean kan darfor berdknas till

;ﬂmiAEM:A}mmmﬁW:AT%ﬁﬁH;;ght

1
1 1 3 1 11
= [ - +3 —30dt=- -+ — - =_—.
A + 3175 2 60

(a) Bevisa Taylors formel av ordning 2 for en skaldrvird funktion av tva variabler av
klass C2 utgaende fran motsvarande envariabel-resultat.
Uttryck resttermen med derivator, e¢j O-notation.

(b) Antag att A = [a,b] X [c,d] &r en axelparallell rektangel och att f : A — R é&r
likformigt kontinuerlig. Visa att f &r integrerbar dver A.

(c) Lat D € R3 vara en domiin och F : D — R3 ett konservativt C! vektorfilt. Visa att
F ar virvelfritt. Om du anvénder nagon V-rakneregel behover du visa den.

(d) Om r(t) : [a,b] — R3 beskriver liget for en partikel vid tiden ¢ och F : R3 — R3 ett
kraftfilt som verkar pa partikeln. Skriv upp en integral 6ver ¢t som beskriver arbetet
som kraften F utfor pa partikeln under tidsintervallet [a, b].

Losning:
(a) Vi vill Taylor-utveckla f(x,y) € C3 kring (a,b). Fixera (h, k) och 1at F(t) = f(a +
th,b+tk) € C3. Taylorutveckling av F' kring t = 0 ger

12 13

F(t) = F(0) + F'(0)t + F"(0) 5 + F'(€)5;,

for nagot & mellan 0 och t. Kedjeregeln ger

F%ﬂ::%ﬂﬂa+¢mb+t@):fﬂa+tmb+t@h+fua+th+t@k
0 0

F'" och (hg; 0 4k ay) f har samma relation som F och f, sa vi kan upprepa och fa

FO(t) = (mg;+k§0fxw+mw+¢m

5 VAND!
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Satter vi t = 1 i Taylorutvecklingen far vi

fla+h,b+k)=F(1) = F(0) + F'(0) + %F"(O) " EF,,,(O

6
, . 1,0 )
:ﬂm@+hEWﬁ%+MMm®+§«%%+k&pﬁﬂmw
) d
+((h%+k@) )(a+Eh, b+ Ek)
= f(a,b) + hfi(a,b) + kf}(a,b) + %(hQ "x(a,b) + 2hk fly(a,b) + k2 f1y(a, b))
0 d 5
+((h%+k8—y) f)la+&h,b+Ek),

for nagot 0 < & < 1.
(b) Se sidan 235 i boken.
(c) Antagandet betyder att F = V¢ for nagon C? funktion ¢ : D — R.

F 99 OF3 _ 0F >’ _ P 0
1 gm 8}/ Oz Oydz 0z0y
F2 — 99 = V XF = OFy _ 0F3 = 62¢ _ 62¢ =10
Oy Oz a@a: 020 0z0z
F: 99 OFy _ 9k 529 %4 0
3 oz dr 0 -
z Y 0zdy dyox

enligt Clairouts sats.

(d) [PF(r(t)-r/(t)dt

6 VAND!
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Trigonometri
1
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),  sin(x)sin(y) = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)),
1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),  sin(z)cos(y) = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
t t 1
tan(z +y) = . int(ar)l(—i_) :;rf(yy))’ cos(z) cos(y) = 3 (cos(z — y) + cos(z + y)).
Primitiva funktioner
xa+1
/azad$ = +C, a# -1, / —dz =In|z|+ C,
a+1 x
/sina:dx = —cosx + C, /cosa:dgv =sinx + C,
1
/ 5s—dx  =tanx + C, / = —cotx + C,
cos? x sin? 1:
/del‘ =e* + C, /a :a—+C,0<a7£1,
Ina
/1da:—arcsina:+C /d —}arctang—i—C a#0
Vi—azz 7 z? + a? Ca a ’ ’
f'(@) 1
=1In|f(z)| + C, de =Inlz++vVa2+a|l+C, a#0,
@) s =l + Ve ]+ C
1
/\/1:2 +adz = §(x\/:v2 +a+aln|z+vVa?+a|)+C
1 x 2n —1
LI I, — I,
/ (x2 4+ 1)n i 2n(x? 4+ 1)» o

Maclaurinutvecklingar

nook
em = %—FO(-ﬁUTH_l),
k=0
‘ n g2kl .

sSinx = Z(—l)k 1m + O(JZ‘2 +1),

k=1 ’

- k ?t 2n+2
cosx:Z(—l) 2k)! + O(x ),

k=0 )

L+az)*=> (Z)ﬁ + 0", x| <1,
k=0

k
(1 +2)=> (-2 4 0@, ~1<z<l,

k
k=1
- o1 @ 2n+1
J— - n
arctanx—;(—l) 5% 1 +O0(x*"), x| <1,

() -sostozmten (o),



