Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 27/8 2003, k1. 14.15-18.15.
Hjdlpmedel: "Anvindarhandledning for MATLAB” av Pért-Enander—Sjéberg.
Telefon: Georgios Foufas, tel. 0702-74 09 02.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Taylorutveckla funktionen

1
flz,y) = ————e"% — 44/1 + sin(z + v)

1—z+4+y?

kring origo med termer t.0.m. andra graden (plus restterm). Visa att har f en stationér punkt
i origo och avgor dess karaktér. (7p)

. Beréikna [[[, (2% + yz) dezdydz, d& K &r kroppen som definieras av olikheterna

0<z+y+22<3,
0<z—-y <2, (8p)
0<2z —y+2<3.
. Bestim maximum av z + 2y + 3z, da 22 + 4% + 222 + 2y + 2yz = 2. (7p)

. a. Berdékna ytintegralen ffYF -NdS, da Y ér ytan 22 = 22 + 92— 1,0 < 2z < 1, med
normalriktning bort fran origo, och

F = (22°, 2%, 2% + 9?). (6p)

b. Skriv en MATLAB-kod for att plotta ytan Y. Visa ytan med ett rutnit med en likformig
indelning i z-led. (3p)

. Berékna kurvintegralen f7 F-dr, da
F = (yzcosx + 9%, zsinz, ysinz + xQ),

och v dr skirningen mellan z = 1 — /22 + 32 och planet y + 2z = 0. Kurvan genomlops i

positiv led sedd "uppifran” (fran positiva z-axeln). (7p)
. Lés differentialekvationen
0%u 0u 0u
128 42t 10
Ox? 0x0y  0Oy?
genom att géra variabelbytet s = z + 2y, t = 2 (z > 0). (7p)
. Hur definieras riktningsderivatan f}(a)? Visa hur f (a) kan uttryckas med hjilp av gradienten.
Vad séger detta om gradientens fysikaliska betydelse? (7p)
. a. Ange vad som menas med att ett vektorfilt F = (P, Q) &r ett potentialfilt. (2p)

b. Visa att om kurvintegralen f7 F - dr ar oberoende av vigen i en sammanhéngande Gppen
miéngd Q, s& dr F ett potentialfilt i €. (6p)
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Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 27/8 2003

1. Med hjilp, av envariabelutvecklingarna 11 = 1+t+t2+0(t%), €' = 1+t+ 12+ O(t?), sint = t+O(t3),
VIFt=0+t)2=1+3t— L2+ 0(t%), dat — 0, fas

Fau) = (142 =92 +22+06%) (1+ @+ 20) + @ +20)° + 0*))

1 1 A 3
—4(1 +5@+y) - (@ +y)’ +O(r3)) = —3+32" + 5oy + Sy* + O(%),

da r =4/z? +y? — 0. Detta &r den sdkta Taylorutvecklingen. Det framgar att f;(0,0) = £,(0,0) =0,
s& att origo &r en stationdr punkt. Eftersom den kvadratiska formen 3z2 + 5zy + %yz kan skrivas
3(y + 3x)* — 222, &r den indefinit, och origo &r en sadelpunkt.

2. Sattu =z +y+2z,v=—-y+2z w=2r—y+ 2 DAa beskrivs omradet av 0 < u < 3,0 < v < 2,
0<w<3. Vihar

d(u,v,w) 112
TS~ 0 -1 1| =6,
(z,y,2) 2 -1 1
och z = $(w —v), y = §(2u — 3v — w), z = §(2u + 3v — w). Vid variabelbytet har vi alltsé dzdydz =

tdudvdw, sh att

1 1
/// % +yz) da:dydz_/ //[ 36((2u_w)2_91)2)]—dudvdw
/// Cew— sow — )ddd—// L Zew 4 2uydvd
—q? guw va g )dudvdw w VW + gw”)dvdw
) 1 1
= 2— 2)dw = —(6 — 18 +15) = | = |
6/0( w— 3w+3w )dw 6(6 8 +15)

3. S6k maximum av f(z,y,2) =  + 2y + 3z under bivillkoret g(z,y,2) = 22 + y% + 222 + 2y + 2yz = 2.
Eftersom g(z,y,2) = (z+1y)?+2(2+3y)?+ ;y°, ir méngden {(z,y, 2) : 9(z,y, 2) = 2} kompakt. Alltsa
antas maximum. Enligt Lagranges multiplikatorregel finns ett tal A s& att Vf(z,y,2) = AVg(z,y, 2)
dar maximum antas (sévida inte Vg(z,y,2) = 0, vilket vi kan utesluta eftersom det skulle ge 2z +y =
2u+x+22=42+2y =0, 2 =y =z =0, vilket &r oforenligt med g(z,y, 2) = 2). Vi far da

1=X(2z +vy),
2=XA2y+ 2z +22),
3 = X4z + 2y),
s& att
l:23L’+y:lnv+y+z:gy+éz, z:§x,2x+ly=éz:2x,
A 2 3 3 2 3 3

dvs. y =0, z = 3z. Villkoret g(z,y,2) = 2 ger (14 2)2? = 2> =2,2 = i\/il_l. Vi far punkterna

(z,y,2) = £7(2,0,3) med f(z,y,2) = £7=5(2+0+9) = £v11. Alltsa &r max.virdet .

4. a. Om man kompletterar Y med Y; = {(z,y,2) : 22 + 4> <2, z = 1} och Y5 = {(z,y,2) : 2> + ¢y*> <
1, 2 =0}, sa blir Y + Y] + Y5 rand till kroppen K = {(z,y,2) : 2? + y> <1+ 2%, 0 < z < 1}. Anviind
Gauss’ sats:

// F-NdS:/// V-Fdxdydz:/// 3(2? + y*)z dzdydz
Y+Y1+Ya K K
1 2 pV1422 1 1
=3/ z / / r2r drdyp dz=3/ 221 (14 2%)%dz
0 o Jo 0 4

37 [1 1 ! b T
—7[3 2(1+z)]zzo—z<8‘1)—?



Nudr [f,, F-NdS = [[., ., F(z,y,1)-0,0,1)dzdy = [[,>, > ,(a® +y?*)dady och [f, F-NdS =
ffw2+y251 F(z,y,0)-(0,0,—1)dedy = — ff$2+y251(a:2 + y?)dzdy, si att

27
//F NdS———// :I:—|—y)dwdy———/ / r?rdrdy
1<z24y2<2

K [r ]ﬁ_ 3n

=" _or _Im_3m_|m)
1 1], 7172 7|1

b. Ett exempel p4 MATLAB-kod:
[z,v]=meshgrid(0:0.1:1,0:2%pi/25:2*pi);
r=sqrt(z.~2+1);
x=r.*cos(v);

y=r.*sin(v);
mesh(x,y,2)

5. Ekvationen for v: z =1 — /22 + 32, y + 2z = 0. Eliminera z for att fa projektionen Y1 pa zy-planet:

Vet +y?=1+1 ,x2+y? = 1+4y +y, 2 +4y —y =1, vilket ger ellipsen Z- +((—)32)— =1 (observera

attyz—gséattwr5 > 0). Vi har
F-dr = yzcoszdz + zsinz dy + ysinz dz + y* dz + 2* dz = d(yzsinz) + y* dz + 2° dz.

Eftersom +y &r sluten, och z = —% pa v, ar
2 2 2 L, 2 L o
Fdr= [ (y*de+2°dz) = | (y'de— -z°dy) = | (y°dz — -z°dy).
¥ ¥ v 2 " 2
Om D &r omradet innanfor v, ger Greens formel
2 2 4 8
F-drz// —x —2y)dxdy = |x = —=rcosp, y = = + —rsinyp, dedy = ——=rdrd
[, ( y) dzdy [ 7 ¢,y =3+ grsing ¥=37 cp]

2 4 8 8 2w 27
rcos + =+ —rsing)—=rdrdy = / cospdp = / sinpdp =0
/ / p+ 3+ 3rsing) 33 e = [ ; pdp= | pdp ]

_ rdr— _327T
- 9f 9v3 |
6. Med s =z + 2y, t = 22 blir ¢ = 3% 4 2. 25 och & :%-2. Vidare fas
0%u 0 ,0u 0 ,0u Ou 0 0., 0u 0 0., 0u Ou
= 2 X (Lt 2 25— )(Zy 4 222
97~ 9505’ T astar) T ey (gs T2 5s) T2 g T ) (G g
0%u 0%u &u _Ou
dr— +42° — +2
=95 "o T e T
0%u 0 Ou 0 0., 0u 0u 0%u
=2—(—)=2(=— +2x 2— +4dr——
ooy~ 2oz as) ~ Xas T 250 (55) T o T 5
Pu_,0 00,0 0w _ o
Oy2 "0y 0s’ 0s ds’ Os?’
Ekvationen 43¢ — 4,24 1 224 = 0 Gvergar i 162°5% + 8% = 0 eller 2t2 % + 92 = 0. Vi far en forsta
ordningens ekvation for v = ‘g—’;. Med hjalp av en integrerande faktor blir den %(\/fv) = 0, sa att

Vtv = ¢;1(s), och ‘g—’t‘ =v= ﬁcl(s), u = 2v/tc1(s) +c2(s). Allménna 16sningen till den givna ekvationen
blir da u = z¢(z + 2y) + ¥ (x + 2y), déir ¢ och 1 ir tva godtyckliga C?-funktioner i en variabel.




