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Inledning

Bevis som beror kursen analys i flera variabler for F och TM pa Chalmers.
Det finns ingen garanti pa att detta ar helt felfritt, men ev. fel bor inses latt.
For eventuella synpunkter eller upptéackta fel skicka garna ivag ett mail till
robiand@student.chalmers.se

1 Differentierbarhet
Sats: 1 Varje C'— funktion (R™ — R') dr differentierbar.

Bevis:

Vi véljer att betrakta en funktion f av tva variabler. Lat (a,b) vara en
given punkt i definitionsméngden for f. Vi betraktar foljande differens pa
grund av definitionen av differentierbarhet

fla+hb+k)— f(a,b).
Infor hjalppunkten (a,b + k). Vi far da att
Flat b+ k) = Flah) = [F(a+hb+ k) — fab+ K]+ [flab+ k) — f(ab]
Satt

o(h) —¢(0) = f(a+ hb+ k) — f(ab+ k).

Enligt medelviardessatsen for funktioner av en variabel (ty ¢(t) kan betraktas
som en funktion av en variabel) har vi att

fla+hb+k)— flab+k)=p(h) —p(0) = ¢ (61h)h = fi(a+ 01hb+ k)h,

dar 0 < 0; < 1. Eftersom f/ enligt var forutsattning &r kontinuerlig kan vi
da skriva

fila+ 01hb+ k) = fi(a,b) + 01(h,k),

dar

(h,kl)gl%0,0) Ql(h’7k) =0.

Pa samma sétt galler
flab+k) = f(ab) = fy(a,b+ O:k)k = f,(a,b)k + koa(h,k),
dar 0 < 65 < 1, och

li — 0.
L 02(h,k) =0



Alltsa géller att var differens i borjan kan skrivas som

folaD)h + f,(a,b)k 4+ V% + k2o(h,k),
dar

(h,k) (h,k).

R/ ey i VRt R
Det géller att o(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0) ty funktionerna gy, po har denna
egenskap, samt att faktorerna framfor dr begrinsade, till exempel
h
— | <1 L.
s

2 Kedjeregeln

Sats: 2 Lat f(x) = f(x1,...,x,) vara en differentierbar funktion av n variab-
ler, och antag att gi(t),...,gn(t) ar deriverbara i intervallet a <t < b pa R.
Da ar den sammansatta funktionen f(g(t)) ocksd deriverbar i intervallet och

SU) = £4,(80) - 6h(0) + -+ 1, (8(0) 4 (0).

Bevis:

Vi bevisar fallet da f enbart beror av tva variabler for att forenkla alla
de beteckningar. Enligt definitionen av derivata undersoker vi grinsvérdet
av differenskvoten

fg(t+ k) — f(g(t)
k

,da k — 0.

Eftersom f ér differentierbar géller att
Fx+h) = f(x) = f1, ()1 + f1, (x)hz + [h]o(h),
dér o(h) — 0 dd h — 0 och ¢(0) = 0. Om vi sétter
x = g(t), och h = g(t + k) — g(t),
sa fas att x +h = g(t + k). Alltsa

flglt+k)— flgt)
k




= (a2 0O g (g @ )

Enligt definition har vi att

2, g2 =00 g (g 2

— [2,(8(0)51 (1) + £, (8(1)g5(1).

k—0

Vidare har vi ocksa att

h=g(t+k)—g(t) —0,
k—0

ty g = (¢g1,92) ar kontinuerlig och att

h_ sl (.00,

k—0

h
Foljaktligen gar var restterm |k:|Q<h) mot 0. Darmed har vi visat att diffe-

renskvoten i borjan existerar, vilket innebér att funktionen f(g(t)) ar deri-
verbar.

O

3 Formel for berakning av riktningsderivatan
av en differentierbar funktion

Sats: 3 Om f dr en differentierbar funktion och v en given rikining med
|v| =1 sd dr

fi(@)=Vf(a)-v.

Bevis:
Satt
u(t) = fla+tv).

Funktionen u beskriver uppférandet av f pa linjen x = a + tv. Vi ser att
ooy e u(®) —u(0)
Fofa) = tim ) — o).
Eftersom f &r en differentierbar funktion fas enligt kedjeregeln att
u'(t)=Vfla+tv)-v.

Déarmed da t = 0 ges
f@)=Vf@)-v. O



4 Taylors formel (av ordning 2 med restterm
av ordning 3)

Sats: 4 Lit f(z,y) vara en C3—funktion i den éppna méingden D, och antag
att punkten (a,b) tillhér D. Da dar

fla+hb+k)= f(ab)+ fr.(a,b)h + f,(a,b)k+

1
5 (L) + 20, (ab)hk + [, (a0)K?) + (1 + k)3 B(h.K),

dar B(h,k) dar en begransad funktion i en omgivning av origo.

Bevis:
Vi betraktar situationen pa det endimensionella fallet

F(t)= fla+thb+tk), 0<t<1.

Det ér klart att £ € C3 varfor vi far enligt Maclaurins formel for funktioner
av en variabel

F”(O) t2 + F”’(@If)

3
2! 3! !

F(t) = F(0) + F'(0)t +

for nagot 6, 0 < 6 < 1, enligt kedjeregeln fas
F'(t) = fila+thb+thk)h + f,(a+thb+tk)k,
déarefter

F"(t) = fl(a+thb+tk)h* 4+ 2f1 (a + thb + th)hk + f} (a + thb+ th)k>.

rxr

Dat=1far vi

fla+hb+k)=F(0)+ F'(0) + ;F”(O) + éFW(Q)

F'(0) = fi(ab)h + f)(a,b)k

{ F(0) = f(a,b)
F'(0) =

we(a,b)h? + 27 (a,b)hk + fr (a,b)k>.
Det &terstar att visa att F”(6)/6 kan skrivas som (h2 + k2)2 B(h,k).

Vid derivering av F"(t) ses att F"'(t) bestar av en summa innehéllande
tredje ordningens derivator av f med motsvarande potenser av h och k som
koefficinter, t.ex. termen 3f” (a + th,b + tk)h?k. Alla derivator av tredje

XY
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ordningen ar kontinuerliga och déarfér begransade i en omgivning av (a,b).
Vidare foljer av olikheterna

h| < VR2+E2, |k < VRZ+ K2

att faktorerna k3, hk, hk* och k* kan uppskattas med (h% + k?)%. Dirmed
3

foljer att varje term i 7 (6) till beloppet ar < konstant - (h* + k*)2. Om

resttermen divideras med (h? + k2)% blir resultatet en begransad funktion.
0.

5 Om max/min-problem med bivillkor

Sats: 5 Antag f € C', g € C! (reellvirda). Om f har maz eller min under
bivillkoret g = 0 @ en punkt (a,b) i det inre av bade Dy och D,

= Vf(a,b) och Vg(a,b) dr linjart beroende.
Bevis:
1. Antag Vg(a,b) = 0.
Da ér forstas Vg(a,b) och V f(a,b) linjart beroende och saken &r klar.
2. Antag Vg(a,b) # 0.

Vi tittar da pa nivakurvan g(z,y) = 0 kring (a,b). Eftersom ¢, # 0 eller
9, 7 0 (a,b) s& har vi enligt implicita funktionssatsen att z eller y &r lokalt
en C!—funktion av den andra.

= Kurvan g(a,b) = 0 lokalt kring (a,b) har en C' — parameterisering,

{ r = z(t)
y=yt)
Vi infor funktionen ¢ av en variabel

o(t) = f(a(t)y(t)).

Pa kurvan g(z,y) = 0 har ¢(t) = f(x(t),y(t)) ett max eller min i (a,b) dér
t = to. Det vill siga ¢'(tg) = 0. Da géller enligt kedjeregeln

V f(x(to),y(to)) - (2'(t),y'(to)) = 0.
Eftersom Vg i denna punkt ar vinkelrat mot (z’,3) och V f ocksa, sa

= V|| Vg, det vill sdga linjart beroende i (a,b). O



6 Integrerbarhet av kontinuerliga funktioner
pa kompakta rektanglar

Sats: 6 Om f(x,y) ar kontinuerlig pd den kompakta rektangeln A = {(x,y) :
a<xz<b c<y<d} sadr f integrerbar éver A.

Bevis:
Givet ett tal € > 0. Vi skall konstruera tva funktioner ¢, ¥, d.v.s.

Vv, 0 A< f<: //Aw—//Aqb<5.

Eftersom omradet A ar kompakt och f kontinuerlig pa A ar f likformigt
kontinuerlig pa A. Da géller att

30>0: |f<I,y)_f<I/,y/)| < M(gA)v<l’,y) : |$—y| < 4 och V(I/,y/) : |£L’/—y/’ <90

Vi delar in omradet A i dndligt manga delrektanglar Ay, &k = 1,2,...,n, déir
Ay har diagonallangden hogst 6. Lat ocksa

my = min f, M; = max f.
mpeAL” MyeA

Det géller att
€
M, —m, < ——.
1(A)

Dérmed definierar vi ¢, 1 pa A genom att tilldela de vardet my, respektive
My i Ag. Da géller att ¢ < f < och

n € n
Vdady — [[ odady = 3" (M~ miu(Ap) < H(Ay) = e.
I, A 2 WA &=
Enligt definitionen visar detta att f ar integrerbar dver A. O

7 Harledning av Gauss integral

Sats: 7 Observera ”sats” Visa att

I = // e vy’ drxdy = .
R2



"Bevis:”
2 2
flzy) =Y D= R2.

Vi viljer D,, = {(z,y); 2* + y* < n?}. Vi far da

L2y [ polara koordinater, 2% + y* =r? |
//ne d$dy_{|(]]:r,0§7‘§n,0§€<27r N

2w

n _p2n
:// e_’”2~rdrd9:/d9/r6_r2dr:27r [—62 ] =

0

=7(—e™ +1).
Gaéller det att

? ..
I=1mlIl,=n"7
n—o0

Vi undersoker ifall sa ar fallet.
Satt B, = {(z,y); —n <z <n, —n <y <n}. Dirav fas

n n n n

// e~ Y drxdy = / dx / e eV dy = /6_””2 dx / eV’ dy =
En
n 2
= (/ e dw) — .
n—oo
Det vill séga
/ e dy = V.

8 Greens Formel

Se bilden i boken till beviset, eller figur 1.

Sats: 8 Ldt P och Q vara tvd C'—funktioner definierade i en éppen mdind
Q i planet. Om det kompakta delomradet D av §2 har en positivt orienterad
rand 0D som utgéres av en eller flera styckvis C'—Fkurvor sd

:>/BDPd:x+Qdy=//D <g§—?;) dady.



Bevis:
Vi genomfor beviset med den extra forutsattning att D medelst réata linjer
parallella med y-axeln kan delas upp i ett dndligt antal omraden av typen

E=A{(zy):o(r) <y <p(x), a <z < b},

och att det finns en motsvarighet for r—axeln.
Vi vill visa att for ett sadant omrade E géller

Pdx = / / dxdy
OF

Vi borjar med hogerledet och far da

b »(=) b
oP
/I, ——dxdy—/ / Gy | dr = | =Py, dr =
r=a :W(x) r=a

—/I)P(x,gp(x))dx—/bP(%?/}(x))dm

Vi uttrycker 7 (ett kurvstycke av dD) i parameterframstéllning med x som

parameter och far
r = (z,p(x)), a<z<hb.

Dérfor far vi att den forsta integralen i hogerledet ar lika med
/de—i—Ody _ / Pdu.
8! 8!

P& samma sétt fas for den hogra integralen i hogerledet (for ett kurvstycke

o)
—/P(x,@b(x))dx: /Ude.

/ / dxdy — [ Pds,
oF

ty kurvintegralen av P dz langs eventuella vertikala randstycken ér noll. Ge-
nom addition av detta resultat for alla uppkomna delomraden E av D far

vi
/ / dxdy = Pdz,
oD

10

Alltsa



ty de inre vertikala linjestyckena ger inget nettobidrag. Analogt fas

ff s |

Adderar vi de tva integraler ovan sa fas

//D (g—g]ﬁ dxdy:/aDdeJery. 0

9 Kurvintegralen av ett konservativt falt ett
ar en potentialdifferens

Sats: 9 Lat F = (P,Q) vara ett potentialfalt med potentialen U i det dppna
omradet ). For varje kurva v € § gdller da

/F . dr = U(b) — U(a),

ddr a och b dr begynnelse- respektive slutpunkt for .

Bevis:
Lat r = r(t), « < t < 8 vara en parameterframstallning av 7. Speciellt &r

Enligt kedjeregeln &r

SU() = VU(R() (1) = F(e(t)) -v'(0).

Vi far da

B B
LF Cdr = /F(r(t)) () dt = / jU(r(t)) dt = U(r(B)) — U(r(a)) =

10 Existens av en potential under angivna
forutsattningar

Sats: 10 Ldit F = (P,Q) vara ett kontinuerligt vektorfalt definierat i en bdg-
vis sammanhdngade dppen mdangd 2. Om kurvintegralen [, F- dr dr oberoende
av vdagen sa har F en potential i €2.

11



Bevis:

Vi konstruerar en potential till faltet F. Lat (a,b) € € vara en fix och
(z,y) € Q en godtycklig punkt, 1at dven v € C'(Q) vara en godtycklig kurva
som borjar i (a,b) och slutar i (x,y). Vi definierar da U sa att

Ulz,y) = L F.dr— L P(s,t)ds + Q(s,t) dt

Enligt forutsattningarna ar kurvintegralen oberoende av vigen, darfor skriver

vi
(z,y)

Ulz,y) = / P(s,t)ds + Q(s,t) dt

(a,b)

Vi vill visa att nedanstaende likheter stammer

oUu oU
% _p T
Ox " Oy ¢

Vi verifierar det forsta villkoret genom att bilda differenskvoten

(z+h,y) (@)
ha) — 1
Uz + ,yf)b U(Ly):h / Pds+Qdt — /Pds—i—th =
(a,b) (a,b)
1 (z+h,y)
=5 / Pds+ Qdt,
(z,y)

i den sista integralen véljer vi att integrera langs den rata linjen mellan (x,y)
till (z + h,y) i st—planet. Dar ar d¢ = 0. Dérefter har vi

x+h

Ulw + h’yz = / P(x + Ohy)h = P(x + 0hy),

dir 0 < 0 < 1, detta galler enligt integralkalkylens medelvardessats. Eftersom
P &r kontinuerlig ger gransovergangen h — 0 gransvardet P(z,y). Alltsa &r
funktionen U partiellt deriverbar med avseende pa x och

ou
— =P
Ox
Analogt foljer = Q. Alltsa ar U(z,y) en potential till F, .

12



11 Varje potentialfalt ar virvelfritt - inklusive
exempel 16

Sats: 11 Varje potentialfdlt dar virveletfritt.

11.1 Exempel 16

Ett typiskt resultat i vektoranalysen ar
rot(Vf) =0,

som innebar att varje potentialféilt ar virveltfritt. Vi visar att detta stdmmer.
Det galler att rot(Vf) = V x (Vf). Enligt vanlig kryssproduktrikning

far vi att
e, €, e,

Vx(Vf) =& & &1,
o
of of of

den sista raden har sitt utseende ty Vf = gradf = <@’8’8
x Jy 0z

). Darav
foljer det att

dy 0z

fo 1y T

= (fly = Flfl = flfp = 11).
Per definition géller det att for ett vektorfalt F, om

S Y G| _(or of, of of of, of
y 0z 0z Ox’ Ox dy

JU € C*(Q): F=VU.

s& kallas U for en potential till F. Men eftersom VU = (P,Q) € C', s& giller
det att

fhy = foer foe = [los fyw = fry
Alltsa har vi att

= (1, = Flotle = Fnkie = £2,) = (0,0,0) = 0.

Alltsa har vi visat att varje potentialfalt ar virvelfritt. O

13



Figur 1: Y &ar det som &r skrivet som ~ i beviset. Figuren ar till beviset for
Greens formel. Finns en liknande bild i boken pa sidan 336.
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