Tenta i MVE(025/MVE295, Komplex (matematisk) analys, F2 och
TM2/Kf2

2017 12 21, 8.30-12.30

Hjélpmedel: Formelblad som delas ut av tentamensvakterna
Telefonvakt: Felix Held, 031-7725325
Kursansvarig: David Witt Nystrom, 031-7721068

Betygsgrénser: 1-19 (U), 20-29 (3), 30-39 (4), 40-50 (5)

1. Los med hjélp av Laplacetransform begynnelsevirdesproblemet
u” (t) + 20/ (t) — 3u(t) = et + e 73, t>0,
med begynnelsevillkor u(0) = 0 och u/(0) = 2. (7p)

2. a) Anvind residykalkyl for att berdkna Fouriertransformen av funktionen

1

2 -2z +9

(5p)
b) Anvind resultatet i a) for att bestimma

> sinxcosx

oo T —224+9
(2p)

3. Bestim antal nollstillen till polynomet p(z) := 2% — 223 — 2iz + 3i i omrédena:

a) det nedre halvplanet {z : Im(z) < 0}, (4p)
b) kvadraten {z : —10 < Re(z) < 10, —10 < Im(z) < 10}. (3p)

4. Hitta en bijektiv konform avbildning frin omradet A := {z : Re(z) > 0,Im(z) > 0} till omradet
B :={z:0<|z| < 1,-37/4 < Arg(z) < 3w/4}. Var tydlig med hur avbildningen &r
definierad.

5. Antag att Laurentserien f(2) := 32> __ ax(z+1)* konvergerariomradet {z : 1 < |z+1| < 10}.

Bestim integralerna:

a)
/ fefdz,
|z|=3
(3p)
b)
/ iz dz.
|z|=3 <
(4p)
6. Formulera och bevisa Algebrans fundamentalsats. Sp)
7. Formulera och bevisa satsen om Laurentserieutveckling av holomorfa funktioner. Sp)

8. Bestdm alla hela funktioner f sadana att |f(z)| = 1da |z| = 1samt f(2) #0da0 < |z| < 1.
Kom ihag att en funktion ségs vara hel om den ér holomorf i hela C. Sp)

Lycka till!
David



Losningar till tenta i MVE(025/MVE295, Komplex (matematisk) analys,

F2 och TM2/Kf2
2017 12 21, 8.30-12.30
Hjélpmedel: Formelblad som delas ut av tentamensvakterna
Telefonvakt: Felix Held, 031-7725325
Kursansvarig: David Witt Nystrom, 031-7721068

Betygsgrénser: 1-19 (U), 20-29 (3), 30-39 (4), 40-50 (5)

1. Los med hjdlp av Laplacetransform begynnelsevirdesproblemet
u” (t) + 20/ (t) — 3u(t) = et + e3¢, t >0,

med begynnelsevillkor u(0) = 0 och «/(0) = 2.
Losning:
Vi tar Laplacetransformen av ekvationen och far

1 1

$20 — 2+ 250 — 3 = +
s—1 s+ 3

vilket ger oss att

u 1 1 + L +2
U= )
s24+25s—3\s—1 s+1

2425 —3=(s—1)(s+3)

1 1
s—1 s+3

Efter faktorisering

och partialbraksuppdeling

1 1
(s—1)(s+3) 4

leder detta till

-1 1 1 n 2 2
0= — — :
4\(s—1)2 (s+3)? s—-1 s+3

Fran tabell har vi 1

L(E"e™) = (s — a)n+l

sé vi far att )
U= iﬁ(tet — te 3t 4 2¢t — 2¢73Y),

Enligt inversionsformlen far vi darfor att

u = (tet —te 3t 4+ 2¢t — 26_3t) .

|

(7p)



2. a) Anvind residykalkyl for att beridkna Fouriertransformen av funktionen

1
22 —-2x4+9
(5p)
b) Anvind resultatet i a) for att bestimma
/°° sin x cos x
————dx.
o0 TP =22+ 9
(2p)
Losning: a) Lat
1
fla) = —5— Y
da har vi enligt definition att
R o) e—itz
t) = d 0.5
1®) /_mx2—2x+9 “ (0:5p)
Vi sitter .
e—ztz
Vi vet da att
f(t) = lim g(z)dz, (0.5p).
R—o0 [—R,R]
Vi antar forst att ¢ < 0. Lat yr(s) := Re'®,s € [0, 7] samt o := [~ R, R] U vz som da &r en
sluten kurva. Vi har att
—itz TR
dz| < - < — 0
/ng | =R z2—2z+9‘|m| “RE_2R—9

dd R — oo. Hir anviinde vi forst triangelolikheten for integraler, sedan att |e =% = ¥ < 1
p& yg samt att |22 — 22 + 9] > |2]? — 2|z| — 9 = R? — 2R — 9 pa ~yr tack vare den omviinda
triangelolikheten (1.5p). Detta implicerar att

f(t) = lim gdz.

R—o0 oR
Vi noterar nu att 22 — 22 + 9 = (2 — 1 4+ i2v/2)(z — 1 — i2V/2) s g(z) #r holomorf i C
forutom isolerade singulariteter i 1 & 42v/2, dir bara 1 + i2+/2 ligger i det inre av o' for stora

R. Eftersom 1+i2+/2 ir ett enkelt nollstille till 22 —2z+9 har vi enligt rikneregler for residyer
att

etz e2V2t o —it
Resy 039 = < > == (1p).
iV 22=2)|.211i2v2 4V/2i
Residysatsen sdger nu att
2V/2t ,—it
meV e
gdz = 2miRes| ;.59 = — =,
/ch ’ 2V/2

2



sa sammantaget far vi att for ¢ < 0 &r

A e2V2t it
= , 0.5
()="Z5— O
Eftersom f dr reellvird giller rakneregeln
f(t) = f(-)
sa vi far att for ¢ > 0 &r
) Te—2V2t—it
ft) = —F—7—

2v/2
Sammantaget far vi darfor att
ﬂe—2ﬁ|t|e—it

ft)= B (1p).

b) Vi noterar att

1 1 ,
sinzcosz = 3 sin 2z = §Im(62”).

Eftersom f #r reellvird foljer det att

* sinzcoszT 1 [ sin 2x
29,10 dr = ~ ———% dr =
oo TA—22+9 2 ) xc—22+9
7Te4‘/§sin2

1 e a 1 .
_§Im (/_Oo 7£2_2$+9d:r> —§Im(f(—2))— Vi

. Bestim antal nollstillen till polynomet p(z) := z* — 223 — 2iz + 3i i omrédena:

a) det nedre halvplanet {2z : Im(2) < 0}, (4p)
b) kvadraten {z : —10 < Re(z) < 10, —10 < Im(z) < 10}. (3p)
Losning: a) Vi anvinder argumentprincipen. Lat yr(t) := Re',t € [~7,0] och op =

[R,—R] U ~g. Vi ser att

: v 2% 20 3i

ty _ pd [ 4t
p(RET) = R ( _T_F+ﬁ>
sd arg(p(Re™)) ~ 4t + 27k for stora R vilket implicerar att argvar(f(yg)) = 4n for stora R.
Vi har ocksa att

plx) = 2t 4 223 +i(—2x + 3).

Speciellt far vi att arg(p(R)) ~ 0 + 2mk; och vi ser ocksa att p(R) ligger i nedre halvplanet
for stora R. Vidare ser vi att arg(p(—R)) ~ 0 + 2mks och vi ser ocksa att p(—R) ligger i vre
halvplanet for stora R. Da Im(p(x)) = 0 omm x = 3/2 ser vi att kurvan p([R, —R]) endast
passerar x-axeln i punkten —27/16. Detta betyder dels att p # 0 pa den reella axeln, dels att



kurvan p([R, —R]) maste ga i princip ett helt varv runt 0 i negativ riktning (ses bist i figur), dvs
argvar(p([R, —R])) ~ —2m. Vi far att

1 1
W(p(or)) = 5 _argvar(p(or)) = 5 _(argvar(p(yr) + argvar(p([R, —R]))) ~ 1
for stora R. Men vindningstal dr heltal sa vi far att for stora R dr

W(p(or)) = 1.

Argumentprincipen siger da att p har ett nollstAd’lle i int(op) for stora R, dvs p har ett noll-
stille i det 6ppna nedre halvplanet.

b) Vi anviinder Rouchés sats. Skriv p = f + g dir f(z) := 2% och g(z) := —22% — 2iz + 3i.
Pa randen till kvadraten K giller
10 < |2 < 10V2.

Vi har di att | f| > 10* p4 K medan mha triangelolikheten |g| < | — 223 + | — 2iz| + |3i] <
4000v/2 + 20v/2 + 3 < 10* pd OK. Alltsé har vi |f| > |g| pd OK sa enligt Rouchés sats har
darfor p lika manga nollstéllen som f i K, dvs 4 st.

. Hitta en bijektiv konform avbildning fran omradet A := {z : Re(z) > 0,Im(z) > 0} till
omradet B := {2 : 0 < |2| < 1,—37/4 < Arg(z) < 3m/4}. Var tydlig med hur avbildningen
ir definierad.

Losning: Det finns manga sitt att 16sa denna uppgift pa, hir foljer en 16sning. Vi letar forst
efter en Mobiusavbildning M (z) := ZZZIZ som avbildar ApaC :={z:0< |z| < 1,—7/2 <
Arg(z) < m/2}. Notera att A avgrinsas av den reella och den imagiira axeln, som skir varandra
i 0 och co. Vi viljer nu M s.a. M(0) = —i, M(oco) =ioch M (i) =0. Vifarattai + b = 0,
sa vi kan sitta @ = 1 samt b = —i. Vi far ocksda/c = i, dvs ¢ = —i. Slutligen har vi b/d = —i
dvs d = 1, sa sammantaget far vi att M (z) = _jz_frl Enligt sats avbildar Mobiusavbildningar
cirklar och linjer pa cirklar eller linjer. De tre punkterna 0, 0o, 7 ligger palinjen iR och avbildas
ddrfor pa en cirkel eller linje som innehaller punkterna —i, ico, dvs ¢R. Vi ser ocksa att den
reella axeln avbildas pa en cirkel eller linje som innehaller punkterna —i, . Dessutom vet vi
enligt sats att Mobiusavbildningar dr konforma, dvs bevarar vinkeln mellan kurvor. Den reella
och imagindra axeln skir varandra i riit vinkel i punkten 0, saM (R) maste skidra M (iR) = iR
i rit vinkel i punkten —i. Detta leder till att M (R) maste vara enhetscirkeln. Det foljer att
M (A) avgrinsas av den imaginéra axeln samt enhetscirkeln. Vi tar nu en punkt i A, sig 1 + 1,
och ser i vilket av de fyra mdojliga sddana omraden det hamnar. Vi har M (1 +4) = (2+14)/5
vilket vi ser ligger i enhetscirkeln och i hogra halvplanet, s vi far att M (A) = C. Vi vet att
Log(z) = In|z| + Arg(z) dr holomorfi{z : 0 < |z| < 1,—7 < Arg(z) < 7} sé speciellti C.
Det foljer att

3/2 3Log(z)

z =€

ar holomorf i C. Vi noterar ocksa att

|Z3/2| _ |Z|3/2

samt

Arg(2%/?) = gArg(z).



Frén detta foljer att 2%/2 avbildar C' bijektivt pAB. Vi har ocksiatt
(2%/2) = §21/2 £0
2

i C, s enligt sats ir 2%/ konform. Vi har alltsa att M ir en konform bijektiv avbildning frén A
till C' samt att z3/2 ir en bijektiv konform avbildning fran C' till B, s sammansittningen

z—i \*?
23/20M(2):< : >

—iz+1

ar en konform bijektiv avbildning fran A till B.

. Antag att Laurentserien f(z) := Y oo __ay(z + 1)* konvergerar i omradet {z : 1 < |z + 1| <
10}.

Bestidm integralerna:

a)

/ fefdz,

|z|=3

/ i2dz.
|z|=3 #

(3p)
b)

(4p)

Losning: a) Vi har att

[ee]
e =eletl =1} (z+ 1)m’

m)!
m=0
sa fe® har Laurentserieutvecklingen
00 00 Z + 1
fe = (3 w0 3 B - S p ey
k=—00 m=0 l=—00

dar

_1§:al m

Eftersom fe” ar holomorfi{z : 1 < [z 4+ 1] < 10} och C(0, 3) dr homotop med C(—1,3) i
{z:1 < |z + 1| < 10} sa foljer det fran Cauchys sats att

/ fefdz = / fefdz.
|2|=3 |z+1|=3

Vi vet ocksafran satsen om Laurentserieutvecklingar av holomorfa funktioner att

/ fefdz = 2mib_q,
|z+1]|=3

5



sd sammantaget far vi att

> a
- - —m—1
/ fe*dz = 2mib_y = et E m' :

b) Skrivw = z+ 1dvs z =w — 1. Vifaratti {z : |z + 1| > 1} sa har vi

0 -1

;_w—l_wl—l/w_wzw —Zw
m=—0oQ m=—oQ
och
1 1/ - ’ = -
5=-(3) :‘( 2 w’") == 3 (muT == 3 (m+ D+
z z m=—oo m=—o0 m=—oo

Detta ger oss att f/2z?i{z:1 < |z + 1| < 10} har Laurentserieutveckligen

9 _9 o
Z_J;: ( Z ak(z—i-l)k) <— Z (m+1)(z+1)m> = Z alz+ 1)

k=—00 m=—oo l=—00

dar
)

=- Z (m+ 1)aj—m.

m=—0oQ

Eftersom f/z? dr holomorfi {z : 1 < |z + 1| < 7} och C(0, 3) dr homotop med C'(—1,3) i
{z :1 < |z+ 1| < 7} sa foljer det fran Cauchys sats att

/ %dz :/ izdz.
|z|=3 |z+1]|=3 #

Vi vet ocksafran satsen om Laurentserieutvecklingar av holomorfa funktioner att
/ %dz = 2mic_q,
|z41|=3 <
sa sammantaget far vi att

-2

/|| Z%dz = 2mic_1 = — Z (m+1)a_p_1 = Zkak-
z|=3

m=—oo k=1

. Formulera och bevisa Algebrans fundamentalsats. 5p)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.

. Formulera och bevisa satsen om Laurentserieutveckling av holomorfa funktioner. 5p)

Losning: Se bok eller foreldsningsanteckningar.



8. Bestim alla hela funktioner f sadana att |f(z)| = 1dé|z| = 1samt f(z) 2#0da0 < |2| < 1.
Kom ihag att en funktion sdgs vara hel om den dr holomorf i hela C. (5p)
Losning: Vi pastar att f drhel och |f(z)| = 1da|z| = 1samt f(z) #0da0 < |z| < 1 om och
endast om

f(2) = azV
dira € C, |a] = 1 och N ir ett icke-negativt heltal.
Forst noterar vi att om

f(2) = az

dira € C, |a] =1 och N ir ett icke-negativt heltal, sa dr f hel, f(z) #0da0 < |z| < 1, samt
da |z| =1 far vi

()| = laz"] = |al|z|V = 1.
Detta visar den forsta implikationen.

Det aterstar att visa att om f ar hel,
damaste

f(z)] =1da|z| = 1samt f(z) #0da0 < |z] < 1,

f(z) = az"
dira € C, |a|] = 1 och N ir ett icke-negativt heltal.

Vi antar forst att f(0) # 0. Det foljer att f # 01 D(0, 1). Vi vet fran exempel i kursen att In | f|
dr harmonisk sa linge f # 0, dvs speciellti D(0, 1). Holomorfa funktioner dr kontinuerliga, sa
vi har ocksaatt In | f| dr kontinuerlig pa D(0, 1). Svaga maximumprincipen sidger nu att

max In|f(z)]= max In|f(2)]
-€D(0,1) 2€dD(0,1)
samt
max In|f(z)]= max In|f(z)],
z€D(0,1) 2€0D(0,1)

men da 9D(0,1) = C(0,1) och enligt antagandet In | f| = 0 pa C(0, 1) foljer det att In | f| 4r
identiskt lika med noll pa D(0,1), dvs |f| dr konstant pa D(0,1). Det foljer dafran Cauchy-
Riemanns ekvationer att f dr konstant i D(0, 1), sdg f(z) = a. Lat z,, := 1/n, dair detta en
f6ljd av distinkta punkter i C som konvergerar mot punkten 0 i C. f(z) och den konstanta funk-
tionen @ antar samma virden i alla dessa punkter, sa enligt identitetsprincipen &r de identiska i
C, dvs f(z) = aihela C. Vinoterar ocksa att |a| = 1 da | f| = 1 pa C(0,1).

Vi har alltsa visat att om f &r hel, |f(z)| = 1da |z| = 1 samt f(z) # 0da |z|] < 1sadr
f(z) = adir|a| = 1. Antanu att f(0) = 0. Enligt klassifikation av nollstillen finns ett positivt
heltal N samt en hel funktion g med g(0) # 0 samt

f(z) = 2Ng(2).

Fran detta ser vi att

g2 = L

sa det foljer fran antagandena att |g(z)| = 1da |z| = 1 samt f(z) # 0da |z| < 1. Eftersom
dessutom g(0) # 0 foljer det fran ovan att g(z) = a for nagot |a| = 1, och dirfor att

f(z) = 2Ng(2) = az®

med |a| = 1. VSB.



Lycka till!
David



