LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 22 oktober 2003, em v

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (1p+1p) a) Bestdm en Mébiusavbildning w = T'(z) sadan att co = T'(0),
0 = T(i) och 1 = T(1). Angiv endast svar. b) Berdkna [ T%(z)dz dér v ar
den positivt orienterade enhetscirkeln. Angiv endast svar.

Losning: a) Det géller att
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c) Det giller att
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varfor
/TQ(z)dz = 2miRes(T?(2); 0) = 2mi + SVAR
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2. (4p) Bestdm antalet enkla nollstiillen for polynomet p(z) = 2° + 2z — 7 i
omradet 1 <| z |< 2.

Losning: Sitt f(2) = —2° och g(2) = —2 + 7.
Pa cirkeln | z |= 2 giller att

|p(2) + f(2) |=l 2 = TI|<| 2 | +7=9 <2 =[ f(2) | .



Rouchés sats medfor darfor att p(z) och f(z) har lika manga nollstillen
innanfor cirkeln | z |= 2 riknade med multiplicitet. Funktionen f(z) har 5
nollstéllen riknade med multiplicitet innanfor cirkeln | z |= 2 varfor p(z) har
5 nollstéllen riknade med multiplicitet innanfor cirkeln | z |= 2.

Pa cirkeln | z |= 1 géller att

[p(2) +9(2) = 2° [= 1 <6 <] —2+T[=[g(2) | -

Rouchés sats medfor darfor att p(z) och g(z) har lika manga nollstéllen in-
nanfor cirkeln | z |= 1 rdknade med multiplicitet. Funktionen g(z) saknar
nollstéllen innanfor cirkeln | z |= 1 varfor p(z) saknar nollstéllen innanfor
cirkeln | z |= 1.

Fran ovanstaende drar vi slutsatsen att p(z) har 5 nollstéllen riknade med
multiplicitet i omradet 1 <| z |< 2. Det aterstar att visa att nollstéllena &r
enkla. Om p(z) har ett nollstélle av ordning storre #n ett dr detta ocksa ett
nollstélle till p/(z) = 5z* + 1. Om

224+2—T=0o0chb5z*+1=0

foljer att
1

dvs z = 2, ett komplext tal som ligger utanfor omradet 1 <| z |< 2. Hirav
foljer att polynomet p(z) har 5 enkla nollstillen i omradet 1 <| z |< 2 «
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3. (1p+3p) a) Beriikna integralen

/0 rt+1 -

© Ing
dx.
/0 x4+1x

b) Berikna integralen

Losning: a) Satt




Observera att namnarens gradtal ar storre &n eller lika med tva plus téljarens
gradtal samt att f(z) # 0 d& = €R. Funktionen f har i 6vre halvplanet
endast singulariteter i punkterna
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och dessa ér enkla poler. Sats i boken ger nu
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b) Lat D vara C\ {z; Rez=0o0ch Imz <0}.Om z € D och z = re¥, dir
r>0och -5 <i< 37“ definieras log, z = Inr + 4t. Satt

eD.
1ornz

Cp:z:peit, 0<t<m

och

Residusatsen ger att

Lo s,y Gz = 2mi(Res(£(2); 20) + Res(f(2); 1)

dar




Har ar
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Hérav foljer att
/ dx+/ 2)dz + 6(p, €) = 2mi(Res(f(2); 20) + Res(f(2); 21))
dér §(p,e) — 0 da p — oo och ¢ — 0. Alltsa ar
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—_—d / dr = 2mi(—% + %
/—oo zt+1 T+ S m(4z3+4zi”)
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Genom att identifiera realdelarna i vinster och hoger led foljer att

/000 Inz dr — — 2@
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4. (2p) Antag att funktionen f &r analytisk och lat u = Re f och v =Im f .
Visa att funktionerna u och v uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer.

5. (3p) Funktionen g(s) &r analytisk i hela planet utom i &ndligt manga
punkter sq, ..., s, och
lim g(s) = 0.
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Visa att funktionen
=) Res(g(s)e*;s), t>0

har Laplacetransformen g(s).



